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Проблема взаимодействия распределенных упругих систем с движущимися по ним 

сосредоточенными объектами возникла более 150 лет назад в приложении к задачам 

динамики мостов [1]. Изначально подобные задачи решались в квазистатическом 

приближении, без учета инерционных свойств распределенной системы. С позиции 

динамики упругих систем эти задачи начал решать С.П. Тимошенко [2]. Несмотря на то, что 

предложенный им подход к решению указанного класса задач обусловил последующие 

успехи теории и ее технических приложений [3-5], он имеет и ряд недостатков, например, не 

позволяет проанализировать влияние распределенной системы на движущийся объект. 

В конце прошлого века был предложен подход [6, 7], позволивший физически и 

математически корректно ставить задачи о самосогласованном движении распределенной и 

движущейся по ней сосредоточенной систем. Этот подход позволил выявить два ранее не 

учитываемых в задачах данного типа принципиально важных фактора: наличие в 

движущемся контакте инерциальных сил и сил давления упругих волн. 
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В настоящее время интерес к данной теме не уменьшается, о чем свидетельствует 

достаточное количество публикуемых работ, посвященных этой проблеме [8-20].  

В настоящей работе рассматривается введение управления для стабилизации поперечных  

колебаний объекта, движущегося вдоль упругой струны. То есть, осуществляется постановка 

и проводится решение задачи об упругой направляющей (струна), несущей движущийся 

объект (масса), как динамической управляемой системе. 

Рассмотрим массу 𝑚, движущуюся со скоростью 𝑉 вдоль бесконечной струны (Рис. 1): 

  

 

 

 

 

 

 

Рис. 1  

 

 

 

Cистема уравнений, описывающая поперечные колебания струны, массы, а также 

соответствующие граничные условия имеют вид: 

 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝑐0

2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0, (1) 

 

𝑚
𝑑2𝑢0

𝑑𝑡2
= [𝑁

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜌

𝑑𝑙

𝑑𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑡
]

𝑥=𝑙(𝑡)
, (2) 

 

[𝑢(𝑥, 𝑡)]𝑥=𝑙(𝑡) = 𝑢(𝑙(𝑡) + 0, 𝑡) − 𝑢(𝑙(𝑡) − 0, 𝑡) = 0, (3) 

 

𝑢0(𝑡) = 𝑢(𝑙(𝑡) − 0, 𝑡) = 𝑢(𝑙(𝑡) + 0, 𝑡), (4) 

 

𝑙(𝑡) = 𝑉𝑡,   (5) 

 

𝑐0 = √
𝑁

𝜌
,   (7) 

𝐹(𝑢0) = 𝛼𝑢0 + 𝛽
𝑑𝑢0

𝑑𝑡
 (8) 

 

Здесь 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑡) – функции, описывающие поперечные отклонения струны и массы, 𝑥 =
𝑙(𝑡) – закон движения массы в продольном направлении (в нашем случае 𝑙(𝑡) = 𝑉(𝑡), 𝑁 – 

натяжение струны, 𝜌 – плотность струны. 

Известно, что динамика системы струна-масса будет иметь принципиально разный характер 

в зависимости от скорости 𝑉. В случае 𝑉 < 𝑐0 постоянный прогиб струны в точке контакта с 

lim
|𝑥|→∞

|𝑢(𝑥, 𝑡)| < ∞. (6) 

𝑥  𝑥 = 𝑙(𝑡) 

𝑢0, 𝑢 
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массой распространяется с постоянной скоростью V вместе с массой. Данный случай не 

представляет особого интереса. 

Случай, когда скорость движения массы превосходит скорость волны в струне, интересен 

излучением волн, обусловленным эффектом Вавилова-Черенкова. Будем полагать, что 

волны, возникающие вследствие сверхзвукового движения массы в продольном 

направлении, возбуждают ее поперечные колебания, которые могут неограниченно 

нарастать. Для гашения поперечных колебаний массы введем внешнюю силу 𝐹(𝑢0), в 

предположении, что она линейно зависит от поперечного перемещения массы и от скорости 

этого перемещения. Попробуем подобрать параметры α и β внешней силы  𝐹(𝑢0) так, чтобы 

погасить эффект неустойчивости. Тогда уравнение (2) примет вид 

 

𝑚
𝑑2𝑢0

𝑑𝑡2
= [𝑁

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜌

𝑑𝑙

𝑑𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑡
]

𝑥=𝑙(𝑡)
+ 𝐹(𝑢0), (2′) 

 

Поперечные колебания струны и массы будем искать в виде 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑥), 𝑢0(𝑡) = 𝐵𝑒𝑖Ω𝑡 (9) 

 

Подставив в (1) решения в таком виде, получим дисперсионное уравнение: 

 

𝜔2 − 𝑐0
2𝑘2 = 0, (10) 

 

Дополним это уравнение кинематическим инвариантом, выражающим условие равенства фаз 

в точке контакта: 

 

𝜔 − 𝑘𝑉 = Ω,   (11) 

 

Решение кинематической задачи (10)-(11) допускает наглядную графическую 

интерпретацию. На плоскости (𝑘, 𝜔) дисперсионное уравнение (10) определяет некоторые 

кривые (в данном случае прямые), а кинематическому инварианту (11) соответствует прямая, 

наклон которой определяется скоростью движения (Рис. 2): 

 
Рис. 2 
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Как видно из Рис. 2 в данном случае возбуждается две бегущие волны, распространяющиеся 

за массой и бегущие в разные стороны. 

Решая совместно уравнения (10) и (11), получим: 

 

𝑘1 =
Ω

𝑐0 − 𝑉
, 

𝑘2 = −
Ω

𝑐0 + 𝑉
 

 

(12) 

Далее рассмотрим случай, когда поперечные колебания массы нарастают. Это возможно, 

если предположить, что в решении (9) 𝐼𝑚(Ω) < 0. Тогда для закритического значения 

скорости 𝑉 > 𝑐0 получим 

 

𝐼𝑚(𝑘1) > 0, 
𝐼𝑚(𝑘2) > 0 

 

(13) 

Используя условие конечности величины поперечных перемещений струны на 

бесконечности, примем следующее: волна с волновым числом 𝑘1 распространяется позади 

массы в положительном направлении оси, и с 𝑘2 –  позади (𝑥 < 𝑉𝑡) в отрицательном 

направлении оси . Таким образом, поперечное перемещение струны позади массы будет 

складываться из  𝑢1(𝑥, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡), которые имеют вид: 

𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝐴1𝑒𝑖(𝜔1𝑡−𝑘1𝑥), 
𝑢2(𝑥, 𝑡) = 𝐴2𝑒𝑖(𝜔2𝑡−𝑘2𝑥),   𝑢−(𝑥, 𝑡) = 𝑢1 + 𝑢2, 

(14) 

где 𝜔𝑗 может быть найдено из (7) после подстановки соответствующего 𝑘. 

Впереди массы возмущения нет: 

 

𝑢+(𝑥, 𝑡) = 0. 

 

Заметим, что волна, распространяющаяся в положительном направлении оси, не затухнет на 

бесконечности при выполнении условий (13), т.е. условие (6) не будет выполнено. 

Обратимся здесь к постановке задачи о нахождении параметров внешней силы 𝐹(𝑢0) для  

гашения колебаний массы. Оказывается, что подобрав нужным образом коэффициенты α и β, 

тем самым переведя мнимую часть частоты колебаний массы 𝐼𝑚(Ω) из отрицательной 

полуплоскости в положительную, мы автоматически добьемся и выполнения условия (6). 

Продифференцируем условие (3) по времени, получим 

 

[
𝜕𝑢

𝜕𝑥
∙

𝑑𝑙

𝑑𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑡
]

𝑥=𝑙(𝑡)
= 0, (15) 

 

Откуда 

 

[
𝜕𝑢

𝜕𝑡
]

𝑥=𝑙(𝑡)
= −

𝑑𝑙

𝑑𝑡
[
𝜕𝑢

𝜕𝑥
]

𝑥=𝑙(𝑡)
. (16) 

 

С учетом (5), соотношение (2) примет вид: 
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𝑚
𝑑2𝑢0

𝑑𝑡2
= (𝑁 − 𝑉2𝜌) [

𝜕𝑢

𝜕𝑥
]

𝑥=𝑙(𝑡)
+ 𝛼𝑢0 + 𝛽

𝑑𝑢0

𝑑𝑡
, (17) 

 

Подставляя найденные перемещения струны и массы,  получим 

 

−𝑚𝐵Ω
2 = 𝑖(𝑁 − 𝑉2𝜌)(𝐴1𝑘1 + 𝐴2𝑘2) + 𝛼𝐵 + 𝑖𝛽𝐵Ω, (18) 

 

или, принимая во внимание условие (4), которое можно переписать в виде 

 

𝐴1 = 𝐴2 = 𝐵, (19) 

 

где 𝐴1 – амплитуда волны, бегущей впереди массы, 𝐴2 – амплутуда волны, 

распространяющейся позади массы, и выражения волновых чисел через частоту колебаний 

массы, соотношение (8) перепишется в виде 

 

−𝑚Ω
2 = 𝑖(𝑁 − 𝑉2𝜌) (

Ω

𝑐0 − 𝑉
−

Ω

𝑐0 + 𝑉
) + 𝛼 + 𝑖𝛽Ω, (20) 

 

или 

 

𝑚Ω
2 + 𝑖(𝛽 + 2𝑉𝜌)Ω + 𝛼 = 0. (21) 

 

Таким образом задача гашения нарастающих колебаний сводится к нахождению параметров 

α и β, таких, чтобы 𝐼𝑚(Ω) ≥ 0.  Сделав замену  Ω = −𝛩, задачу можно  свести к поиску 

вышеупомянутых параметров таких, чтобы комплексный полином  

𝑚𝛩2 − 𝑖(𝛽 + 2𝑉𝜌)𝛩 + 𝛼 = 0 (22) 

 

был устойчив, т.е. чтобы 𝐼𝑚(𝛩) < 0. 

Для решения этой задачи удобно воспользоваться критерием Эрмита-Гурвица. Для полинома 

(22) матрица Эрмита-Гурвица имеет вид: 

 

𝑀 = [

          𝑚 0
         0 −(𝛽 + 2𝑉𝜌)

          𝛼                               0
          0                               0

0           𝑚
0           0

 0                     𝛼
−(𝛽 + 2𝑉𝜌)                     0

] (23) 

 

Согласно критерию Эрмита-Гурвица, для устойчивости полинома (22) необходимо и 

достаточно, чтобы ряд, составленный из определителей: 

 

∆0= 𝑚, 

 

∆2= |
          𝑚 0
         0 −(𝛽 + 2𝑉𝜌)|, 
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 ∆4= |

          𝑚 0
         0 −(𝛽 + 2𝑉𝜌)

          𝛼                               0
          0                               0

0           𝑚
0           0

 0                     𝛼
−(𝛽 + 2𝑉𝜌)                     0

| 

 

был знакопеременным. 

Откуда получаем: 

 

−𝑚(𝛽 + 2𝑉𝜌) < 0, −𝑚(𝛽 + 2𝑉𝜌)2𝛼 > 0, (24) 

 

или 

 

𝛽 > −2𝑉𝜌, 𝛼 < 0 (25) 

 

Таким образом, введение внешней силы 𝐹(𝑢0), параметры которой находятся в области, 

определяемой соотношениями (25) позволяет затушить колебания массы, а вместе с тем 

добиться выполнения условий (6) для струны. Физически появление стабилизирующей силы, 

подобной 𝐹(𝑢0) эквивалентно введению вязко-упругого элемента для массы. 
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