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Ñóáãàðìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ

óäàðíîãî îñöèëëÿòîðà ïðè

ïîëèãàðìîíè÷åñêîì âîçìóùåíèè

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå äåìïôèðîâàííîãî óäàðíî-
ãî îñöèëëÿòîðà ïîä äåéñòâèåì ïîëèãàðìîíè÷åñêîé ñèëû. Èññëåäîâàíû
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåçîíàíñíûõ ðå-
æèìîâ.

ïåðåìåííûå èìïóëüñ-ôàçà, ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà, ìåòîä óñðåä-
íåíèÿ, ðåçîíàíñíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû.

1. Ââåäåíèå

Ïðåäñòàâëåíèÿ âèáðîóäàðíûõ ïðîöåññîâ ÷åðåç èíòåãðàëû äâèæåíèÿ âèá-
ðîóäàðíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû è (èëè) èõ îäíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé äèêòóåòñÿ ôèçèêîé âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ïåðåìåííûå (èìïóëüñ - ôàçà) âåñüìà åñòåñòâåííû äëÿ êîëåáàòåëüíûõ
ïðîöåññîâ, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ óäàðàìè. Èìïóëüñ ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ
êàê ñèëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà óäàðà, ôàçà - êàê ìîìåíò ñîóäàðåíèÿ.

Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ìãíîâåííîãî óäàðà ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
âèáðîóäàðíûõ ïðîöåññîâ ìîãóò áûòü çàïèñàíû ÷åðåç òàê íàçûâàåìûå ïå-
ðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè Ãðèíà, îïðåäåëÿåìûå òîëüêî ëèíåéíîé ÷àñòüþ ñè-
ñòåìû. Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè Ãðèíà ôèãóðèðóþò íèæå ëèáî â âèäå
ðÿäîâ Ôóðüå, ëèáî êîíå÷íûõ ñîîòíîøåíèé íà èíòåðâàëàõ ïåðèîäè÷íîñòè.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî î÷åíü âàæíî: ñ îäíîé ñòîðîíû ñèëà óäàðà ïðåäñòàâè-
ìà ÷åðåç δ-ôóíêöèþ Äèðàêà è âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò èìïóëüñà è ôàçû
óäàðà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû èìåííî óïîìÿíóòûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè
Ãðèíà âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì õîðîøî èçâåñòíûõ ìåòîäîâ [1]. Òàêîé
ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí Â.È. Áàáèöêèì è Ì.Ç. Êîëîâñêèì [2].

Íàøà öåëü - äàòü êîððåêòíîå îïèñàíèå ðåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ äâèæå-
íèÿ â âèáðîóäàðíûõ ñèñòåìàõ ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.
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Ìû èññëåäóåì äâèæåíèå êîíñåðâàòèâíîãî óäàðíîãî îñöèëëÿòîðà ñ îä-
íîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïîä äåéñòâèåì ìàëîãî ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî âîç-
áóæäåíèÿ.

Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ áûñòðî
âðàùàþùåéñÿ ôàçîé è ðàçðûâàìè ïî ôàçå.

Ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ãëàäêèõ äâóìåðíûõ ñèñòåì ñ áûñòðî âðà-
ùàþùåéñÿ ôàçîé áûëè èçó÷åíû â [3].

2. Êîíñåðâàòèâíûé óäàðíûé îñöèëëÿòîð

Äëÿ äàëüíåéøåãî êðàòêî îïèøåì íåâîçìóùåííûé óäàðíûé îñöèëëÿòîð.
Äåòàëüíîå èçëîæåíèå ñîäåðæèòñÿ â êíèãå [1].

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó ñ óðàâíåíèåì äâèæå-
íèÿ

ẍ+ Ω2x = 0,

îïèñûâàþùóþ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òåëà åäèíè÷íîé ìàññû, óêðåï-
ëåííîãî íà ïðóæèíå ñ æåñòêîñòüþ Ω2. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû - ýë-
ëèïñû

H(x, ẋ) =
1

2
(ẋ2 + Ω2x2) = E = const.

Óñòàíîâèì â òî÷êå x = ∆ íåïîäâèæíûé îãðàíè÷èòåëü è áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ïî äîñòèæåíèè êîîðäèíàòîé x çíà÷åíèÿ∆ â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò
ìãíîâåííûé óïðóãèé óäàð, òàê ÷òî åñëè x = ∆ â ìîìåíò âðåìåíè tα, òî
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ẋ(tα − 0) = −ẋ(tα + 0). (1)

Ïðè íàëè÷èè çàçîðà, êîãäà ∆ > 0, ýëëèïñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ëè-
íåéíîé ñèñòåìå, �ðàçðåçàþòñÿ"âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = ∆ è èñòèííûì
òðàåêòîðèÿì ñîîòâåòñòâóþò èõ ëåâûå ÷àñòè. Åñëè óðîâåíü ýíåðãèè â ëè-
íåéíîé ñèñòåìå íåäîñòàòî÷åí äëÿ âûõîäà íà óðîâåíü x = ∆, ïðîèñõîäÿò
ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé Ω. Ïðè íàëè÷èè ñîóäàðåíèé ÷àñòîòà êî-
ëåáàíèé ω > Ω è ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè âîçðàñòàåò, íî íå ìîæåò áûòü
áîëüøå çíà÷åíèÿ 2Ω, òàê ÷òî

Ω < ω < 2Ω, ∆ > 0. (2)

Ïðè íàòÿãå ∆ < 0 ÷àñòîòà êîëåáàíèé ω óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

2Ω < ω <∞, ∆ < 0. (3)
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Ïðè ∆ = 0 ïîëó÷àåì ýëëèïñ, �ðàçðåçàííûé"òî÷íî ïîïîëàì. Ïîýòîìó
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ýíåðãèè èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïðîõîäèò ëþáóþ ôàçî-
âóþ òðàåêòîðèþ çà îäíî è òî æå âðåìÿ ñ óäâîåííîé ñêîðîñòüþ 2Ω, òàê
÷òî

ω = 2Ω, ∆ = 0. (4)

Óñëîâèå (1) ãîâîðèò î òîì, ÷òî èçìåíåíèå èìïóëüñà Φ0 â îêðåñòíîñòè
ìîìåíòà óäàðà tα èìååò âèä

J = ẋ− − ẋ+ = 2ẋ−, ẋ− > 0,

ãäå ẋα = ẋ(tα ∓ 0).
Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà îêàçûâàåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé ïðè t = tα. Ïî-

ýòîìó
Φ0 |t=tα = Jδ(t− tα) (5)

ïðè÷åì
tα+0∫
tα−0

Φ0dt = J.

Óäàðû ïðîèñõîäÿò ïåðèîäè÷åñêè, êîãäà tα = t0+αT , ãäå α - öåëîå ÷èñëî,
à T - ïåðèîä ìåæäó óäàðàìè, âû÷èñëÿåìûé ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà T =
2πω−1 è (1)-(4). Ïîýòîìó ïðè ∞ < t < ∞ ïîëó÷àåì T -ïåðèîäè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå (5)

Φ0 = JδT (t− t0),

ãäå δT (t) - T - ïåðèîäè÷åñêàÿ δ-ôóíêöèÿ.
Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ẍ+ Ω2x+ Φ0(x, ẋ) = 0 (6)

ìîæíî ïîíèìàòü T -ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ x(t), êîòîðàÿ, áóäó÷è ïîä-
ñòàâëåííîé â ýòî óðàâíåíèå, îáðàùàåò åãî â âåðíîå (â ñìûñëå òåîðèè
îáîáùåííûõ ôóíêöèé) ðàâåíñòâî âèäà

ẍ+ Ω2x+ JδT (t− t0) = 0,

ãäå t0 - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, è äëÿ âñåõ α = 0,±1, . . .

x(t0 + αT ) = ∆, J = 2ẋ−(t0 + αT ).
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Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ

x(t) ≤ ∆, ẋ− > 0.

à ïåðèîäû êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò çíàêà∆ ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòíûì
äèàïàçîíàì (2)-(4).

Äëÿ àíàëèòè÷åcêîãî îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ ïîëîæèì t0 = 0. Òîãäà ïðè
0 ≤ t < T0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) èìååò âèä

x(t) = −Jκ[ω0(J)(t− t0), ω0(J)], κ(t, ω0) =
1
2Ω

cos[Ω(t−T0/2)]
sin(ΩT0/2)

=
ω0

2πΩ2 +
ω0

π

∑∞
k=1

cos kω0t
Ω2−k2ω2

0
, J(ω0) = −2Ω∆ tan ΩT0

2 , J ≥ 0,

ïðè÷åì òðåòüå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò çäåñü ïðè ∆ ̸= 0 ãëàäêóþ çàâè-
ñèìîñòü ω0(J), à ïðè ∆ = 0 ïîëó÷àåì ω0 = 2Ω.

Íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñëåäóåò ïðîäîëæèòü ïî ïåðèîäè÷íîñòè. Ïî-
ëó÷èì

κ(t, ω0) =
ω0

2πΩ2
+
ω0

π

∞∑
k=1

cos kω0t

Ω2 − k2ω2
0

.

Ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ óäàðà ïðèâîäÿò ê ÷àñòîòíûì èíòåðâàëàì (2)-
(4). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ∆ = 0, ðåøåíèå x(t) ïðè 0 ≤ t < π/Ω èìååò
âèä

x(t) = − J

2Ω
sinΩt,

ïðè÷åì J - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ÷àñòîòû.

3. Âîçìóùåííûé óäàðíûé îñöèëëÿòîð

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîçìóùåííûé óäàðíûé îñöèëëÿòîð

ẍ+ Ω2x+ Φ0(x, ẋ) = ε[f(t)− γẋ], (7)

ãäå ε > 0 - ìàëûé ïàðàìåòð, f(t) - ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ
ôîðìóëîé

f(t) =
L∑
k=1

ak sin(νt+ βk),

γ > 0, ak, ν, βk - âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.
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Ïîëîæèì ψ = ω0t è îò óðàâíåíèÿ (7) ïåðåéäåì ê ñèñòåìå â ïåðåìåí-
íûõ J, ψ (èìïóëüñ-ôàçà) ñ ïîìîùüþ çàìåíû

x = −Jκ[ψ, ω0(J)],
ẋ = −Jω0(J)κψ[ψ, ω0(J)],

(8)

ãäå

κ[ψ, ω0(J)] = κ(ψ, J) = ω0(J)
−1

[
1

2πΩ2
0

+
1

π

∞∑
k=1

cos kψ

Ω2
0 − k2

]
, Ω0 =

Ω

ω0(J)
.

Èç òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå (ñì., íàïðèìåð, [4, ãë. 4]) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
κ[ψ, ω0(J)] èìååò êîíå÷íûå ðàçðûâû â òî÷êàõ ψ = 2lπ, ãäå l - öåëîå ÷èñëî,
è íåïðåðûâíà âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ κ[ψ, ω0(J)]
äèôôåðåíöèðóåìà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ èíòåðâàëîâ [2lπ, 2(l+1)π]. Ðÿä
Ôóðüå ôóíêöèè κψ[ψ, ω0(J)] èìååò âèä

κψ[ψ, ω0(J)] = ω0(J)
−1 1

π

∞∑
k=1

k sin kψ

Ω2
0 − k2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíà (8) - íåãëàäêàÿ; ïðè ψ = 2lπ, ãäå l - öåëîå ÷èñëî,
ôóíêöèÿ κψ èìååò êîíå÷íûå ðàçðûâû, ïîýòîìó â íîâûõ ïåðåìåííûõ óäà-
ðû ïðîèñõîäÿò, êîãäà ψ = 2lπ. Ïðîèçâîäÿ çàìåíó (8), ïðèäåì ê ñèñòåìå
(ñì. [1])

dJ
dt = −4εω0(J)[f(t) + γJω0(J)κψ(ψ, J)]κψ(ψ, J),
dψ
dt = ω0(J)− 4εω0(J)J

−1[f(t) + Jω0(J)κψ(ψ, J)](−Jκ(ψ, J))J .
(9)

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó ñ áûñòðî âðàùàþùåéñÿ ôàçîé, ãäå ïðàâûå ÷àñòè ïå-
ðèîäè÷íû ïî ψ è èìåþò êîíå÷íûå ðàçðûâû (κψ) â òî÷êàõ ψ = 2lπ. Çà-
âèñèìîñòè ω0(J) èìåþò âèä

ω0(J) =
πΩ

π−arctan[J/(2Ω∆)] , ∆ > 0, Ω < ω0 < 2Ω,

ω0(J) = − πΩ
arctan[J/(2Ω∆)] , ∆ < 0, 2Ω < ω0 <∞,

ω0 = 2Ω = const, ∆ = 0.

Ñèñòåìà (9) - ýòî ñèñòåìà ñ äâóìÿ ìåäëåííûìè ïåðåìåííûìè J, τ è äâóìÿ
áûñòðûìè ïåðåìåíííûìè ψ, t. Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàð-
íûõ ðåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ â òàêèõ ñèñòåìàõ áóäåò èññëåäîâàòüñÿ.
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4. Âûâîä óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé

Ìû èñïîëüçóåì ìåòîä óñðåäíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (ñì. [3]).
Ïóñòü Jpq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ω0(Jpq) =
q

p
ν.

ãäå p, q - âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà. Ñäåëàâ çàìåíó ψ = φ+ q
pνt ìû

ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (9) â ñèñòåìó

dJ
dt = −4εω0(J)[f(t) + γJω0(J)κψ(φ+ q

pνt, J)]κψ(φ+ q
pνt, J),

dφ
dt = ω0(J)− q

pν − 4εω0(J)J
−1[f(t) + γJω0(J)κψ(φ+ q

pνt, J)]×
(−Jκ(φ+ q

pνt, J))J .

(10)

Òî÷êà J = Jpq ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíîé òî÷êîé â ñèñòåìå (10).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåçîíàíñ íåâûðîæäåííûé, ò.å.

dω0

dJ

∣∣∣∣
J=Jpq

= ω′
0(Jpq) ̸= 0. (11)

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (10) â µ =
√
ε-îêðåñòíîñòè ðåçî-

íàíñíîé òî÷êè Jpq. Âûïîëíèì çàìåíó

J = Jpq + µz

è ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (10) ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà µ. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó

dz
dt = µF0(t, φ, Jpq) + µ2F1(t, φ, Jpq)z +O(µ3),
dφ
dt = µω′

0(Jpq)z +
1
2µ

2ω′′
0(Jpq)z

2 + µ2G0(t, φ, Jpq) +O(µ3)
(12)

ãäå

F0(t, φ, Jpq) = −4ω0(Jpq)[f(t) + γJpqω0(Jpq)κψ(φ+ q
pνt, J + pq)]×

κψ(φ+ q
pνt, Jpq),

F1(t, φ, Jpq) = −4 d
dJ

{
ω0(J)[f(t) + γJω0(J)κψ(φ+ q

pνt, J)]×

κψ(φ+ q
pνt, J)

} ∣∣∣∣
J=Jpq

.
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G0(t, φ, Jpq) = −4ω0(Jpq)J
−1
pq [f(t) + γJpqω0(Jpq)κψ(φ+ q

pνt, Jpq)]×
(−κ(φ+ q

pνt, Jpq)− JpqκJ(φ+ q
pνt, Jpq).

Ñèñòåìà (12) ñîäåðæèò òîëüêî îäíó áûñòðóþ ïåðåìåííóþ. t. Ñäåëàâ ñòàí-
äàðòíóþ çàìåíó ìåòîäà óñðåäíåíèÿ (ñì. [5]), ïîëó÷èì ñèñòåìó

dξ
dt = µf0(η) + µ2f1(η)ξ +O(µ3),
dη
dt = µω′

0(Jpq)ξ +
1
2µ

2ω′′
0(Jpq))ξ

2 + µ2g0(η) +O(µ3),
(13)

ãäå f0(η), f1(η), g0(η) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî t ôóíêöèé
F0(t, η, Jpq), F1(t, η, Jpq), G0(t, η, Jpq) ñîîòâåòñòâåííî:

f0(η) =
ν
2π

2π/ν∫
0

F0(t, η, Jpq)dt,

f1(η) =
ν
2π

2π/ν∫
0

F1(t, η, Jpq)dt,

g0(η) =
ν
2π

2π/ν∫
0

G0(t, η, Jpq)dt.

5. Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé

Ñôîðìóëèðóåì äâå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé â ñèñòåìå (9). Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì ñîäåðæèòñÿ
â [5].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ η0, ÷òî èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

f0(η0) = 0, 0 < η0 < 2π

è íåðàâåíñòâî
f0η(η0) ̸= 0.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ω′
0(Jpq)f0η(η0) > σ0 > 0, σ0 = const.

Òîãäà â
√
ε-îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîé òî÷êè Jpq äëÿ äîñòàòî÷íî ìà-

ëûõ ε ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåóñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (9) ñ ïåðèîäîì 2πp

ν .
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü η0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

f0(η0) = 0

è íåðàâåíñòâó
f0η(η0) ̸= 0.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ω′
0(Jpq)f0η(η0) < σ1 > 0, σ1 = const.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f1(η0) + g0η(η0) ̸= 0.

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñèñòåìà (9) èìååò åäèíñòâåííîå ïåðè-
îäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì 2πp

ν â ε-îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîé òî÷êè
Jpq. Ýòî ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

f1(η0) + g0η(η0) < 0

è íåóñòîé÷èâî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f1(η0) + g0η(η0) > 0.

Òåîðåìû 1 è 2 ïðèìåíèìû ê èçó÷åíèþ ðåçîíàíñíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé â ñèñòåìå (10) ñ

f(t) =
L∑
k=1

ak sin(kνt+ βk)

. Ðåçîíàíñíàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ω0(Jpq) = − πΩ

π − arctan
Jpq
2Ω∆

=
q

p
ν. (14)

Èç óðàâíåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî

ω′
0(Jpq) > 0.
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×òîáû âû÷èñëèòü f0(η) íóæíî óñðåäíèòü F0(t, η, Jpq). Ïåðâîå ñëàãàåìîå
ýòîé ôóíêöèè èìååò âèä

−4ω0(Jpq)
L∑
l=1

al sin(lνt+ βl)κψ(η +
q

p
νt). (15)

Òàê êàê

κψ(η +
q

p
νt) = −ω0(Jpq)

−1 1

π

∞∑
k=1

k sin k(η + q
pνt)

Ω2
0 − k2

, Ω0 = Ω[ω0(Jpq]
−1,

òî ìû äîëæíû óñðåäíèòü ñëàãàåìûå âèäà

al sin(lνt+ βl) sin k(η +
q

p
νt), l = 1, 2, . . . , L, k = 1, 2, . . . .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (15) áóäåò íåíóëåâûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = 1, p = n (n = 1, 2, . . . ). Äëÿ q = 1, p = n îíî
ðàâíî

L∑
l=1

2alν
2l

πn(Ω2 − ν2l2)
cos(lnη − βl).

Ñðåäíåå çíà÷åíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî

−4γJpqω
2
0(Jpq)χψ(η +

q

p
νt)κψ(η +

q

p
νt)

ðàâíî

−γJpq
2

(
1 +

4Ω2∆2

J2
pq

)
.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

sin−2 πΩ0 = 1 + 4J−2Ω2∆2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííàÿ η0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L∑
l=1

2alν
2l

(Ω2 − ν2l2)
cos(lnη − βl) =

γJn1πn

2

(
1 +

4Ω2∆2

J2
n1

)
. (16)

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (16) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
n → ∞, òî óðàâíåíèå (16) ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî
÷èñëà çíà÷åíèé n.
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Îòìåòèì, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà Jn1 = 1/n ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñ-
íîé, òî ðåçîíàíñíûìè òî÷êàìè áóäóò è òî÷êè Jln1 = 1/ln, l = 2, 3, . . . , L.
Äëÿ ëþáîé èç ýòèõ òî÷åê ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (15) îòëè÷íî îò íóëÿ.
Íàèáîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé η0 ïîëó÷àåòñÿ
äëÿ ðåçîíàíñà JLn1 =

1
Ln . Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

cos(Lnη − βL) =
γJ1Lnπn

4aLν2L
(Ω2 − ν2L2)

(
1 +

4Ω2∆2

J2
1Ln

)
= An. (17)

Åñëè óðàâíåíèå (17) èìååò ðåøåíèÿ äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ n (|An| < 1),
òî ýòè ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

η0m =
βL
Ln

± arccosAn

Ln
+

2mπ

Ln
, m = 0, . . . , n− 1.

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f0(η) â òî÷êàõ η0m, ïîëó÷èì

f0η(η0m) = ± 2aLν
2

π(Ω2 − ν2L2)

√
1− A2

n, (18)

è, ñëåäîâàòåëüíî, (18) èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê â n òî÷êàõ è îòðèöà-
òåëüíûé çíàê â n òî÷êàõ.

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì ïîêàçûâàþò, ÷òî

f1(η0m) + g0η(η0m) < 0.

Òåîðåìû 1 è 2 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
Åñëè ðåçîíàíñíàÿ òî÷êà JLn1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ω(JLn1) =
ν

Ln
,

òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε óðàâíåíèå (9) èìååò n íåóñòîé÷èâûõ ðåçî-
íàíñíûõ ðåøåíèé ñ ïåðèîäîì 2πLn

ν â
√
ε-îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîé òî÷êè

JLn1 è n àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ðåçîíàíñíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
íèé ñ ïåðèîäîì 2πLn

ν â ε-îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîé òî÷êè JLn1.
Ïðè L = 1 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò èç [5]. Ïðè L > 1 ïîëó÷àþòñÿ áîëåå

ñëîæíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå L = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ
f(t) èìååò âèä

f(t) = a1 sin(νt+ β) + a2 sin(2νt+ 2β).

10



Åñëè Jn1 = 1/n - ðåçîíàíñíàÿ òî÷êà, òî ðåçîíàíñíîé áóäåò è òî÷êà
J2n1 = 2/n. Äëÿ ðåçîíàíñíîé òî÷êè J2n1 ñïðàâåäëèâû ðåçóëüòàòû, êîòî-
ðûå ïîëó÷åíû âûøå äëÿ ðåçîíàíñíîé òî÷êè JLn1. Äëÿ îòûñêàíèÿ òî÷êè
η0 ñîîòâåòñòâóþùåé ðåçîíàíñó Jn1 = 1/n ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2a1ν
2

(Ω2 − ν2)
cos(nη−β)+ 4a2ν

2

(Ω2 − 4ν2)
cos(2nη−2β) =

γJ1nπn

2

(
1 +

4Ω2∆2

J2
1n

)
.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A cos2(nη − β) +B cos(nη − β) + C = 0.

Â ïîñòîÿííóþ A âõîäèò àìïëèòóäà a2 âòîðîé ãàðìîíèêè, à â B - àìïëè-
òóäà a1 ïåðâîé ãàðìîíèêè. Åñëè a2 äîñòàòî÷íî âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ a1,
òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äâå ñåðèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðåçîíàíñó Jn1. Ïðè ìàëîì a2 ïî ñðàâíåíèþ ñ a1 ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
îäíà ñåðèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî â [6] â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îá
îöåíêå ÷èñëà íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ â ñèñòå-
ìàõ îáùåãî âèäà, ëèíåéíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ çàäàíà îïåðàòîðîì äèíàìè÷å-
ñêîé ïîäàòëèâîñòè îáùåãî âèäà.
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