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 Аннотация.  Работа посвящена применению обобщенного зонального метода, мето-

да конечных разностей и метода последовательных двусторонних приближений к числен-
ному моделированию нестационарного радиационно-кондуктивного теплообмена в системе, 
ограниченной теплопроводным цилиндром бесконечной длины и заполненной поглощающей и 
рассеивающей средой. 
      Ключевые слова: радиационно-кондуктивный теплообмен, конечные разности, последо-
вательные приближения, угловой коэффициент излучения.  
 

The Unsteady Radiation-Conductive Heat Transfer in a Cylindrical System, Filled with  
Absorbing and Scattering Medium 

© V.V. Rubtsov  
 

Annotation.   The work is devoted to the application of the generalized zonal method, finite 
difference method and  the  method of  successive  bilateral  approximations  for the numerical  
modeling  of  unsteady  
radiation-conductive  heat  transfer  in  the  system, limited  thermal conductivity cylinder of infinite 
length and filled with absorbing and scattering medium. 
      Key words: radiation-conductive heat transfer, finite differences, successive approximation, the 
angular coefficient of radiation. 
 
      1. Постановка задач. Рассматриваются три постановки нестационарной задачи о радиа-
ционно-кондуктивном теплообмене, различающиеся между собой способами задания крае-
вых условий на внешней границе системы.  
      1.1. Первая постановка задачи. Пусть имеется теплопроводный цилиндр 1V  бесконеч-
ной длины с заданными постоянными физическими параметрами: коэффициентом теплопро-
водности λ, удельной теплоемкостью c и плотностью ρ. Источники (стоки) тепла в цилиндре 
отсутствуют. Обозначим через , 0,1,iF i  цилиндрические поверхности, ограничивающие ци-
линдр 1.V  Поверхность 0F  примем серой, диффузно излучающей и отражающей с коэффи-
циентом поглощения 0A  [1]. Обозначим через 2V  пространство, ограниченное поверхно-

стью 0F , заполненное серой, поглощающей и изотропно рассеивающей средой, характери-
зуемой постоянными коэффициентами объемного поглощения α и рассеяния β (рис.1). 
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      Предположим, что заданы изменяющиеся во времени t температуры 1( )T t  и 2 ( )T t  поверх-
ности 1F  и излучающей среды, заполняющей пространство 2.V Кроме того, примем, что в 
начальный момент времени t = 0 цилиндр 1V  имеет температуру 0 1 1 1( ), ,T M M V зависящую 
только от расстояния точки 1M  от оси цилиндра. 

      Требуется определить на заданном интервале времени 0 < t ≤ t  нестационарное поле 
температур 1( , )T M t  в цилиндре 1 1 1, ,V M V  и нестационарное поле значений плотности объ-
емного  результирующего  излучения  рез 2η ( , )M t   в  среде,  заполняющей пространство   

2 2 2, .V M V  
      Заметим, что в силу предположения об отсутствии в цилиндре 1V  источников (стоков) 
тепла, функция 1( , )T M t  должна удовлетворять неравенствам [2, 3] 

                                 0 < 1 1 1( , ) , , 0 ,m T M t m M V t t 
                                                          (1) 

где m  и m соответственно наименьшее и наибольшее значения заданных в рассматривае-

мой системе температур 0 1 1 1 1 2( ), , ( ), ( ), 0 .T M M V T t T t t t    
      Математическая постановка задачи в цилиндрической системе координат формулируется 
следующим образом: 
      - найти функцию ( , ),T r t определенную при 0 1, 0 ,r r r t t     удовлетворяющую урав-
нению теплопроводности 

                         
2

2
( , ) ( , ) 1 ( , ) ,T r t T r t T r ta
t r rr

   
     

0r < r < 1,r  0 < t < t ,                                  (2) 

граничным условиям [3, 4] 

            � 4 40 0,0рез 0 0 0 0 2
( , )

λ ( , ) σ ( , ) ( ) Π 1 ,
T r t

E r t A T r t T t
r

       
0 < t ≤ ,t                          (3) 

                                             1 1( , ) ( ),T r t T t   0 < t ≤ ,t                                                                     (4) 
начальному условию 
                                            0 0 1( ,0) ( ), ,T r T r r r r                                                                       (5) 
неравенствам 
                               0 < 0 1( , ) , , 0 ;m T r t m r r r t t 

                                                          (6) 
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      - определить резη ( , )r t на основании соотношения [5] 

                     � (1)4 4
рез 0 0 2 0 0η ( , ) 4ασ ( , ) ( ) Π ( , ), 0 .r t T r t T t r F r r                                               (7) 

      Здесь ir - радиус цилиндрической поверхности , 0,1;iF i   λ
ρ

a
c

  - коэффициент темпера-

туропроводности цилиндра; 0σ - постоянная Стефана – Больцмана; �0,0Π - вероятность пере-
хода излучения от произвольной единичной площадки на поверхности 0F  и поглощения по-

верхностью 0;F  � (1)
0Π ( , )r F  - вероятность перехода излучения от единичного объема 2V  в 

точке с координатой r и поглощения поверхностью 0F  [4]. 
      Задачу (2) – (7) удобно представить в безразмерной форме 

                            
2

2
θ(ξ, τ) θ(ξ, τ) 1 θ(ξ, τ) ,

τ ξ ξξ
  

 
 

 0ξ < ξ < 1,  0 < τ ≤ τ ,                                     (8) 

                        � 4 40 0,00 0 2
θ(ξ , τ)

θ (ξ , τ) θ (τ) Π 1 ,
ξ

N
      

0 < τ ≤ τ ,                                      (9) 

                                              1θ(1, τ) θ (τ),  0 < τ ≤ τ ,                                                                  (10) 
                                              0 0θ(ξ,0) θ (ξ), ξ ξ 1,                                                                    (11) 

                                 0 < μ ≤ 0θ(ξ, τ) 1, ξ ξ 1, 0 τ τ ,                                                             (12) 

                       � (1)4 4
рез 0 2 0(ξ, τ) θ (ξ , τ) θ (τ) Π (ξ, ), 0 ξq F     < 0ξ ,                                             (13) 

где 

              
3

рез0 0 1
0 рез2 4

1 1 0

ησλξ , τ , θ , , μ , .
λρ 4ασ

A r m mr t T N q
r c r m m m




  
       

      Содержащиеся в (9) и (13) вероятности перехода излучения �0,0Π  и � (1)
0Π (ξ, )F определя-

ются соотношениями 

                                 � � (1) (1)
0,0 0 0,0 0 0 0

1Π Π , Π (ξ, ) Π (ξ, ),
4

A F A F                                              (14) 

где разрешающие оптико-геометрические характеристики излучения 0,0Π и (1)
0Π (ξ, )F нахо-

дятся с помощью обобщенного зонального метода для фундаментальной постановки задачи 
о радиационном теплообмене [4, 5] с использованием расчетных формул и выражений, полу-
ченных в [6].  
      В частности, средний обобщенный угловой коэффициент излучения 0,0ψ  и локальный 

обобщенный телесный угол (1)
0ψ (ξ, )F вычисляются по формулам 

                              

π π

2 2

0 0

20
0,0

2Buξ cosθ4ψ exp sin φcosθ φ θ,
π sin φ

d d
 

  
 

                                             (15) 

              

π
π 2

0 0

(1) 2 2 2
0 0

4 Buψ (ξ, ) exp ξ cosθ ξ ξ sin θ sin φ φ θ,
π sin φ

F d d          
                            (16) 

где   1Bu α β r   - число Бугера ослабляющей среды, заполняющей пространство 2.V  
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      1.2. Вторая постановка задачи. Предположим, что поверхность 1F является адиабатиче-
ской. В этом случае задача отыскания нестационарного распределения температур в цилинд-
ре 1V приводится к решению уравнения (8) при граничном условии (9),  граничном условии 

                                                      θ(1, τ) 0,
ξ





0 < τ ≤ τ ,                                                             (17) 

начальном условии(11) и ограничениях (12). 
      1.3. Третья постановка задачи. Предположим, что на поверхности 1F происходит ра-
диационный теплообмен с чисто поглощающей средой, температура которой равна 3( ).T t По-
верхность 1F примем серой, диффузно излучающей и отражающей с заданным коэффициен-
том поглощения 1.A  

      В таком случае для определения нестационарного поля температур в цилиндре 1V  прихо-
дим к задаче: найти решение θ(ξ, τ)  уравнения (8) при граничном условии (9), граничном ус-
ловии [3] 

                                     4 4
1 3

θ(1, τ) θ (τ) θ (1, τ) ,
ξ

N    
 0 < τ ≤ τ ,                                                (18) 

начальном условии (11) и ограничениях (12). 
      2. Решение задач. Для решения сформулированных задач воспользуемся методом после-
довательных  двусторонних  приближений  [2, 3, 6] и методом  конечных  разностей,  предло- 
женным в работе [7]. 
      2.1. Первая постановка задачи. На основании изложенного в [2, 3, 6] представим гра-
ничное условие (9) в виде 

                 �  4 40 0,00 0 0 0 2 0
θ(ξ , τ)

4 θ(ξ , τ) θ (ξ , τ) θ (τ) Π 1 4θ(ξ , τ) .
ξ

N N
        

                   (19) 

      Введем  на  множестве   0ξ ξ 1, 0 τ τ      сетку   0ξ ξ Δξ, τ Δτ,i ji j      10,1,..., ,i L  

0
0

1 0

1 ξ τ0,1,..., , Δξ , Δτ ,j L
L L


   и построим на ней разностную аппроксимацию задачи (8), 

(19), (10) – (12)  [7]: 

                                , 1 , 1, , 1, 1, ,
2

θ θ θ 2θ θ θ θ
,

Δτ ξ ΔξΔξ
i j i j i j i j i j i j i j

i

      
                                        (20) 

если 0 < i < 1 0, 0 1,L j L i j    - нечетное число; 

                       , 1 , 1, 1 , 1 1, 1 1, 1 , 1
2

θ θ θ 2θ θ θ θ
,

Δτ ξ ΔξΔξ
i j i j i j i j i j i j i j

i

           
                                (21) 

если 0 < i < 1,L  00 1,j L i j    - четное число; 

 �  0, 1 1, 1 4 4
0,00 0, 1 0 0, 1 2 1 0, 1 0

θ θ
4 θ θ θ (τ ) Π 1 4θ , 0 1,

Δξ
j j

j j j jN N j L 
   


                 (22) 

                                            
1
, 1 1 1 0θ θ (τ ), 0 1,L j j j L                                                            (23) 

                                                   ,0 0 1θ θ (ξ ), 0 ,i i i L                                                                  (24) 

                                    0 < μ ≤ , 1 0θ 1, 0 , 0 ,i j i L j L                                                          (25) 

где ,θ θ(ξ , τ ).i j i j  

      Для нахождения , 1θi j при известных значениях ,θi j рассмотрим итерационный процесс 
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( )

,, 1 1, , 1, 1, ,
2

θ θ θ 2θ θ θ θ
,

Δτ ξ ΔξΔξ

n
i ji j i j i j i j i j i j

i

      
                                       (26) 

если 0 < i < 1,L i j - нечетное число; 

                          
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,, 1 1, 1 , 1 1, 1 1, 1 , 1
2

θ θ θ 2θ θ θ θ
,

Δτ ξ ΔξΔξ

n n n n n n
i ji j i j i j i j i j i j

i

           
                             (27) 

если 0 < i < 1,L i j - четное число; 

            �  
( ) ( )
0, 1 1, 1 ( ) ( 1)4 ( 1)4

0,00 0 2 10, 1 0, 1 0, 1
θ θ

4 θ θ θ (τ ) Π 1 4θ ,
Δξ

n n
j j n n n

jj j jN N   
  


     
 

                  (28) 

                                                         
1

( )
1 1, 1θ θ (τ ).n

jL j                                                                    (29) 

      На основании данных соотношений получаем 
                         ( )

, 1 1 1, 1 2, , 1 2, 1,, 1θ θ γ θ 1 2γ γ θ γ γ θ ,n
i j i j i i j i i ji j                                       (30) 

если 0 < i < 1,L i j - нечетное число; 

                           
 , 1 1, 1 1 2, 1, 1( )

, 1, 1
1 2,

θ γ θ γ γ θ
θ θ ,

1 2γ γ
i j i j i i jn

i ji j
i

   


  
 

 
                                      (31) 

если 1 < i < 1,L i j - четное число; 

                                        ( ) ( 1)
1, 1 00, 1 1θ θ : 1 4 Δξ ,n n

jj f N


   
 

                                                 (32) 

если j – четное число; 

                                
 

 
( 1)

1 2,1 21( )
0, 1

1 2,1 0 1 2,1

1 2γ γ
θ ,

1 γ γ 4 1 2γ γ Δξ

n
n

j
f f

N





  


    
                                               (33) 

                                 
 
 

( 1)
( ) 1 0 21
1, 1

1 2,1 0 1 2,1

γ 1 4 Δξ
θ ,

1 γ γ 4 1 2γ γ Δξ

n
n
j

f N f

N




 


    

                                               (34) 

если j – нечетное число. 
      В формулах (30) – (34) использованы обозначения: 

                                   1 2,2
Δτ Δτγ , γ ,

ξ ΔξΔξ i
i

  0 < i < 1,L                                                            (35) 

                    �  ( 1) ( 1)4 ( 1)4 0,00 2 11 0, 1 0, 1Δξ θ θ (τ ) Π 1 4θ ,n n n
jj jf N  
 

    
 

                                       (36) 

                                          2 1, 1 2,1 2, 1.θ γ γ θj jf                                                                      (37) 

      Приняв начальное приближение (0)
0, 1θ j сначала равным μ 

                                                    (0) (0)
0, 1 0, 1θ θ μ,j j                                                                       (38) 

а затем, положив  
                                                    (0) (0)

0, 1 0, 1θ θ 1,j j


                                                                         (39) 

в   силу   выражений   (30) – (34)  при  1 2,12γ γ < 1  найдем,   соответственно   неубывающую 
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( )
, 1θ n

i j   и невозрастающую ( )
1, 1θ , 0 , 1, 2,...,n

i j i L n
    последовательности приближений, 

сходящиеся к единственному решению , 1 1θ , 0 ,i j i L   задачи (20) – (25)  [2]. 
      Задав достаточно малое положительное число ε, примем 

                                      ( ) ( )
, 1 1, 1 , 1

1θ θ θ , 0 ,
2

n n
i j i j i j i L

   
    
 

                                                    (40) 

где нижнее ( )
, 1θ n

i j   и верхнее ( )
, 1θ n

i j


  последовательные приближения выберем из условия 

                                           ( ) ( )
, 1 , 1θ θn n

i j i j


  
 
 

< ε,  10 .i L                                                            (41) 

      2.2. Вторая постановка задачи. Разностная схема задачи (8), (9), (17), (11), (12) сводится 
к разностным уравнениям (20), (21), граничному условию (27), граничному условию 

                                                         1 1
, 1 1, 1θ θ

0,
Δξ

L j L j  
                                                           (42) 

начальному условию (24) и ограничениям (25). 
      Применяя к решению данной задачи рассмотренный выше итерационный процесс, полу-
чим  для  определения величин  ( )

, 1θ n
i j  при  известных значениях ,θi j  формулы, аналогичные  

(30) – (37), а также соотношения 
                                                 

1 11

( )
, 1 1, 1, 1θ θ θ ,n

L j L jL j                                                               (43) 

если 1L j  - четное число; 

                                  1 1

1 1

1, 1 2, 1( ) ( )
, 1 1, 1

1

θ γ θ
θ θ ,

1 γ
L j L jn n

L j L j
  

  


 


                                                 (44) 

если 1L j  - нечетное число. 

      Задавая начальные приближения (0)
0, 1θ j и 

1

(0)
, 1θL j  равенствами (38) и (39), в качестве при-

ближенного решения разностной задачи примем , 1 1θ , 0 ,i j i L   определяемые соотноше-
ниями (40) и (41). 
      2.3. Третья постановка задачи. Разностная аппроксимация задачи (8), (9), (18), (11), (12) 
включает в себя разностные уравнения (20), (21), граничные условия (22), граничные усло-
вия 

          1 1

1 1 1

, 1 1, 1 4 4
1 , 1 1 3 1 , 1 , 1

θ θ
4 θ θ (τ ) θ 4θ ,

Δξ
L j L j

L j j L j L jN N
  

   


      

                               (45) 

начальное условие (24) и ограничения (25). 
      Применяя к решению данной разностной задачи изложенный выше итерационный про-
цесс, получим для определения величин ( )

, 1θ n
i j формулы, аналогичные (30) – (37), а также со-

отношения  

                                              1

1

( 1)
1, 1 3( )

, 1
1

θ
θ ,

1 4 Δξ

n
L jn

L j

f

N


 







                                                            (46) 

если 1L j  - четное число; 

                               
 

1

1

1

( 1)
1 2, 1 1 43( )

1, 1
1 1 1 2, 1

γ γ 1 4 Δξ
θ ,

1 γ 4 Δξ 1 2γ γ

n
Ln

L j
L

f N f

N




 


    
 

     
 

                                     (47) 
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                                      1

1

1

( 1)
1 2, 1 43( )

, 1
1 1 1 2, 1

1 2γ γ
θ ,

1 γ 4 Δξ 1 2γ γ

n
Ln

L j
L

f f

N







    
 

     
 

                                            (48) 

если 1L j  - нечетное число. 
      Здесь 

             
1 11 1

( 1) ( 1)4 ( 1)4
1 3 1 4 1, 1 2, 13 , 1 , 1Δξ θ (τ ) θ 4θ , θ γ θ .n n n

j L j L jL j L jf N f  
    

       
                  (49) 

      Задавая начальные приближения (0)
0, 1θ j и 

1

(0)
, 1θL j  равенствами (38) и (39), приближенное 

решение , 1 1θ , 0 ,i j i L    разностной задачи определим с помощью соотношений (40) и (41). 

      Замечание. Подставляя найденное значение 0, 1θ j в правую часть равенства (13), найдем 
распределение значений плотности объемного результирующего излучения 

рез 1 1(ξ, τ ), 0 ,jq i L    в среде, заполняющей пространство 2.V  
      3. Численные исследования. При проведении численных исследований задавали сле-
дующие   значения   исходных   данных:   0 0 1 2 3 00.6, θ 0.5, θ 0.1, θ 1, θ 0.1, ξ 0.6,A        

1 8, Δξ 0.05, Δτ 0.001, ε 0.001.L     Кроме того, предполагали, что среда, заполняющая 
пространство 2V , является чисто поглощающей. 
      Результаты численных исследований представлены в виде соответствующих графических  
зависимостей на рис.2 и 3.                                       

 
                                                        а                                               б 
                                          Рис.2. Распределения температур в цилиндре 

 
                                                      а                                                     б 

Рис.3. Распределения значений плотности объемного результирующего                                                   
излучения в поглощающей среде 
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      Графики 1, 2, 3 получены для первой постановки задачи, графики 4, 5, 6 - для второй по-
становки задачи, графики 7, 8, 9 – для третьей постановки задачи. Кривые 1, 4, 7 соответст-
вуют  значениям  Bu = 1, 0 1,N  кривые 2, 5, 8 – значениям Bu = 0.1, 0 1,N   кривые 3, 6, 9 –
Bu = 1, 0 0.1N  . 
      На рис.2а изображены распределения температур по толщине цилиндра 1V в момент вре-
мени τ = 0.2, а на рис.3а для указанного момента времени изображены распределения значе-
ний плотности объемного результирующего излучения в среде, заполняющей пространство 

2.V  Из представленных графических зависимостей видно, например, что данные величины 
как функции координаты ξ убывают с возрастанием ξ , причем плотность объемного резуль-
тирующего излучения принимает отрицательные значения. 
      На рис.2б показаны зависимости от времени τ значений температуры в точках цилиндра 

1V  с координатой 0ξ 1
ξ 0.8,

2


   а на рис.3б показаны зависимости от времени τ значений 

плотности объемного результирующего излучения в точках на оси цилиндрической системы, 
т.е. при  ξ = 0. Из представленных графиков следует, в частности, что с течением времени си- 
стема переходит в стационарное состояние, причем в случае второй постановки задачи это 
состояние является состоянием термодинамического равновесия. Кроме того, видно, что 
процесс перехода системы в стационарное состояние протекает быстрее с увеличением числа 
Бугера Bu и параметра 0.N  
      4. Выводы. Дано применение обобщенного зонального метода, метода конечных разно-
стей и метода последовательных двусторонних приближений к численному моделированию 
нестационарного радиационно-кондуктивного теплообмена в системе, ограниченной тепло-
проводным цилиндром бесконечной длины и заполненной поглощающей и рассеивающей 
средой,  
      Рассмотрены три постановки задачи, различающиеся между собой способами задания 
краевых условий на внешней границе системы. На основании полученных расчетных формул 
и выражений выполнены численные исследования нестационарного поля температур в ци-
линдре и нестационарного поля значений плотности объемного результирующего излучения 
в поглощающей среде, заполняющей излучающую систему. Результаты исследований пред-
ставлены в виде соответствующих графических зависимостей. 
      Полученные аналитические соотношения и графические зависимости могут найти при-
менение при решении различных задач авиационной и ракетно-космической техники, метал-
лургической и строительной теплотехники 
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