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1 Ââåäåíèå

Äàåòñÿ êîððåêòíîå îïèñàíèå ðåçîíàíñíûõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ â âèáðî-
óäàðíîé ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Äëÿ èçó÷åíèÿ âûáðàíà ìîäåëü ñ óïðóãèì óäàðîì è âÿçêèì òðåíèåì. Òàêàÿ ìîäåëü
îáñóæäàëàñü â [1], [4].

Íàøå èçó÷åíèå îñíîâûâàåòñÿ íà êîìáèíàöèè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì
èíòåðâàëå [9] è ìåòîäîâ òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé [3].

Ìû èññëåäóåì ïîâåäåíèå êîíñåðâàòèâíîé âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû ïîä äåéñòâèåì ìàëîãî áèãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ. Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê èçó÷åíèþ äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ áûñòðî âðàùàþùåéñÿ ôàçîé è ìåäëåííî èçìåíÿþ-
ùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè.

Ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ãëàäêèõ äâóìåðíûõ ñèñòåì ñ áûñòðî âðàùàþùåéñÿ
ôàçîé è ìåäëåííî èçìåíÿþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè áûëè èçó÷åíû â [12]. Â ýòîé
ðàáîòå óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ áëèçîñòè ðåøåíèé òî÷íûõ è óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé íà
êîíå÷íîì àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîì âðåìåííîì èíòåðâàëå. Ðåçîíàíñíûå ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â òàêèõ ñèñòåìàõ èññëåäîâàíû â [2,9].

Íåäàâíî ìíîãî âíèìàíèÿ áûëî ñôîêóñèðîâàíî íà èçó÷åíèè äèíàìèêè íåëèíåéíûõ
ñèñòåì ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé áèãàðìîíè÷åñêîé ñèëû ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè [ñì.,
íàïðèìåð, 7,8,10,11].

2 Êîíñåðâàòèâíûé óäàðíûé îñöèëëÿòîð

Èçëîæèì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâåäåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç êíèãè [1].
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð

ẍ+ Ω2x = 0.

Óñòàíîâèì â òî÷êå x = ∆ íåïîäâèæíûé îãðàíè÷èòåëü è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ïî äîñòèæåíèè êîîðäèíàòîé x çíà÷åíèÿ ∆ â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ìãíîâåííûé óïðóãèé
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óäàð, òàê ÷òî åñëè x = ∆ â ìîìåíò âðåìåíè tα, òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ẋ(tα − 0) = −ẋ(tα + 0). (1)

Ïðè íàëè÷èè çàçîðà, êîãäà ∆ > 0, ýëëèïñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíîé ñèñòåìå,
�ðàçðåçàþòñÿ"âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = ∆ è èñòèííûì òðàåêòîðèÿì ñîîòâåòñòâóþò
èõ ëåâûå ÷àñòè. Åñëè óðîâåíü ýíåðãèè â ëèíåéíîé ñèñòåìå íåäîñòàòî÷åí äëÿ âûõîäà
íà óðîâåíü x = ∆, ïðîèñõîäÿò ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé Ω. Ïðè íàëè÷èè ñî-
óäàðåíèé ÷àñòîòà êîëåáàíèé ω > Ω è ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè âîçðàñòàåò, íî íå ìîæåò
áûòü áîëüøå çíà÷åíèÿ 2Ω, òàê ÷òî

Ω < ω < 2Ω, ∆ > 0. (2)

Ïðè íàòÿãå ∆ < 0 ÷àñòîòà êîëåáàíèé ω óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

2Ω < ω <∞, ∆ < 0. (3)

Ïðè ∆ = 0 ïîëó÷àåì ýëëèïñ, �ðàçðåçàííûé"òî÷íî ïîïîëàì. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé ýíåðãèè èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïðîõîäèò ëþáóþ ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ çà
îäíî è òî æå âðåìÿ ñ óäâîåííîé ñêîðîñòüþ 2Ω, òàê ÷òî

ω = 2Ω, ∆ = 0. (4)

Óñëîâèå (1) ãîâîðèò î òîì, ÷òî èçìåíåíèå èìïóëüñà Φ0 â îêðåñòíîñòè ìîìåíòà
óäàðà tα èìååò âèä

J = ẋ− − ẋ+ = 2ẋ−, ẋ− > 0,

ãäå ẋα = ẋ(tα ∓ 0).
Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà îêàçûâàåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé ïðè t = tα. Ïîýòîìó

Φ0 |t=tα = Jδ(t− tα) (5)

ïðè÷åì
tα+0∫
tα−0

Φ0dt = J.

Óäàðû ïðîèñõîäÿò ïåðèîäè÷åñêè, êîãäà tα = t0+αT , ãäå α - öåëîå ÷èñëî, à T - ïåðèîä
ìåæäó óäàðàìè, âû÷èñëÿåìûé ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà T = 2πω−1 è (1)-(4). Ïîýòîìó
ïðè ∞ < t <∞ ïîëó÷àåì T -ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå (5)

Φ0 = JδT (t− t0),

ãäå δT (t) - T - ïåðèîäè÷åñêàÿ δ-ôóíêöèÿ.
Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ẍ+ Ω2x+ Φ0(x, ẋ) = 0 (6)
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ìîæíî ïîíèìàòü T -ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ x(t), êîòîðàÿ, áóäó÷è ïîäñòàâëåííîé
â ýòî óðàâíåíèå, îáðàùàåò åãî â âåðíîå (â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé)
ðàâåíñòâî âèäà

ẍ+ Ω2x+ JδT (t− t0) = 0,

ãäå t0 - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, è äëÿ âñåõ α = 0,±1, . . .

x(t0 + αT ) = ∆, J = 2ẋ−(t0 + αT ).

Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ

x(t) ≤ ∆, ẋ− > 0.

à ïåðèîäû êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò çíàêà∆ ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòíûì äèàïàçîíàì
(2)-(4).

Äëÿ àíàëèòè÷åcêîãî îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ ïîëîæèì t0 = 0. Òîãäà ïðè 0 ≤ t < T0
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) èìååò âèä

x(t) = −Jκ[ω0(J)(t− t0), ω0(J)], κ(t, ω0) =
1
2Ω

cos[Ω(t−T0/2)]
sin(ΩT0/2)

=
ω0

2πΩ2 +
ω0

π

∑∞
k=1

cos kω0t
Ω2−k2ω2

0
, J(ω0) = −2Ω∆ tan ΩT0

2
, J ≥ 0,

ïðè÷åì òðåòüå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò çäåñü ïðè ∆ ̸= 0 ãëàäêóþ çàâèñèìîñòü ω0(J),
à ïðè ∆ = 0 ïîëó÷àåì ω0 = 2Ω.

Íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñëåäóåò ïðîäîëæèòü ïî ïåðèîäè÷íîñòè. Ïîëó÷èì

κ(t, ω0) =
ω0

2πΩ2
+
ω0

π

∞∑
k=1

cos kω0t

Ω2 − k2ω2
0

.

Ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ óäàðà ïðèâîäÿò ê ÷àñòîòíûì èíòåðâàëàì (2)-(4). Îòìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå ∆ = 0, ðåøåíèå x(t) ïðè 0 ≤ t < π/Ω èìååò âèä

x(t) = − J

2Ω
sinΩt,

ïðè÷åì J - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ÷àñòîòû.

3 Âîçìóùåííûé óäàðíûé îñöèëëÿòîð

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîçìóùåííûé óäàðíûé îñöèëëÿòîð

ẍ+ Ω2x+ Φ0(x, ẋ) = ε[f(t, τ)− γẋ], (7)

ãäå ε > 0 - ìàëûé ïàðàìåòð, τ = εt - ìåäëåííîå âðåìÿ, γ > 0 - ïîñòîÿííàÿ. Ôóíêöèÿ
Φ0(x, ẋ) îïèñûâàåò ñèëó óäàðà.

Áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ âîçìóùåíèÿ äâóõ òèïîâ. Ïåðâîå áèãàðìîíè÷åñêîå âîçìó-
ùåíèå - ýòî ñóììà äâóõ ìàëûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèë ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè. Ñîîòâåò-
ñòâóþùåå âîçìóùåíèå èìååò âèä

f(t, τ) = a1 sin νt+ a2 sin(νt+ Γτ),

3



ãäå a1, a2, ν, Γ - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ f(t, τ) ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â ôîðìå

f(t, τ) = E(τ) sin(νt+ β(τ)), τ = εt, (8)

ãäå
E(τ) =

√
a21 + 2a1a2 cos Γτ + a22, cos β(τ) = a1+a2 cos Γτ

E(τ)
,

sin β(τ) = a2 sin Γτ
E(τ)

.

Ôóíêöèÿ (8) ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî t ñ ïåðèîäîì 2π/ν è ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî τ ñ ïåðèîäîì
2π/Γ. Ôóíêöèÿ E(τ) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ, åñëè a1 ̸= a2, ÷òî è áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(t, εt) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ äâóìÿ
áàçèñíûìè ÷àñòîòàìè.

Âòîðîå âîçìóùåíèå - ýòî áèãàðìîíè÷åñêàÿ ñèëà ñ î÷åíü ðàçëè÷àþùèìèñÿ ÷àñòî-
òàìè. Ýòà ñèëà èìååò âèä

f(t, τ) = A sin(νt+ θ) +B sin Γτ, τ = εt. (9)

ãäå A, B, ν, Γ, θ - âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.
Ïîëîæèì ψ = ω0(J)t è ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (7) â ñèñòåìó â ïåðåìåííûõ J, ψ

(èìïóëüñ-ôàçà) ñäåëàâ çàìåíó

x = −Jκ[ψ, ω0(J)],
ẋ = −Jω0(J)κψ[ψ, ω0(J)],

(10)

ãäå

κ[ψ, ω0(J)] = κ(ψ, J) = ω0(J)
−1

[
1

2πΩ2
0

+
1

π

∞∑
k=1

cos kψ

Ω2
0 − k2

]
, Ω0 =

Ω

ω0(J)
.

Èç òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå (ñì., íàïðèìåð, [12, ãëàâà 4] ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ κψ[ψ, ω0(J)]
èìååò êîíå÷íûå ðàçðûâû â òî÷êàõ ψ = 2lπ, ãäå l - öåëîå ÷èñëî, è íåïðåðûâíà âî âñåõ
îñòàëüíûõ òî÷êàõ. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ κψ[ψ, ω0(J)] äèôôåðåíöèðóåìà âî âíóòðåí-
íèõ òî÷êàõ èíòåðâàëîâ [2πl, 2π(l + 1)]. Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè κψ[ψ, ω0(J)] èìååò âèä

−ω0(Jpq)
−1 1

π

∞∑
k=1

k sin kψ

Ω2
0 − k2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíà (10) íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â òî÷êàõ ψ = 2lπ. Â íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ óäàð ïðîèñõîäèò, êîãäà ψ = 2lπ. Ïîñëå çàìåíû (10) ïîëó÷èì ñèñòåìó

dJ
dt

= −4εω0(J)[f(t, τ) + γJω0(J)κψ(ψ, J)]κψ(ψ, J),
dψ
dt

= ω0(J)− 4εω0(J)J
−1[f(t, τ) + Jω0(J)κψ(ψ, J)](−Jκ(ψ, J))J .

(11)

Äåòàëüíûé âûâîä ñèñòåìû (11) ñîäåðæèòñÿ â êíèãå [1, ãëàâà 2]. Ñèñòåìà (11) - ýòî
ñèñòåìà ñ áûñòðî âðàùàþùåéñÿ ôàçîé. Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû ïåðèîäè÷åñêèå ïî ψ è
èìåþò êîíå÷íûå ðàçðûâû â òî÷êàõ ψ = 2lπ. Çàâèñèìîñòè ω0(J) èìåþò âèä

ω0(J) =
πΩ

π−arctan[J/(2Ω∆)]
, ∆ > 0, Ω < ω0 < 2Ω,

ω0(J) = − πΩ
arctan[J/(2Ω∆)]

, ∆ < 0, 2Ω < ω0 <∞,

ω0 = 2Ω = const, ∆ = 0.
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Ñèñòåìà (11) - ýòî ñèñòåìà ñ äâóìÿ ìåäëåííûìè ïåðåìåííûìè J, τ è äâóìÿ áûñòðûìè
ïåðåìåíííûìè ψ, t.

Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ â òàêèõ ñè-
ñòåìàõ áóäåò èññëåäîâàòüñÿ.

4 Ïîñòðîåíèå óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé

Ìû èñïîëüçóåì ìåòîä óñðåäíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (ñì. [9]). Îñíîâíàÿ ïðî-
áëåìà, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ - ýòî âûáðàòü ïîäõîäÿùèå
çàìåíû ïåðåìåííûõ, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü áûñòðûå ïåðåìåííûå èç
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ è çàòåì ðàçäåëèòü áûñòðûå è ìåäëåí-
íûå äâèæåíèÿ. Â ñëó÷àå áèãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå
òðóäíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ.

Ïóñòü Jpq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ω0(Jpq) =
q

p
ν.

ãäå p, q - âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà. Ñäåëàâ çàìåíó ψ = φ+ q
p
νt, ìû ïðåîáëàçóåì

ñèñòåìó (11) â ñèñòåìó

dJ
dt

= −4εω0(J)[f(t, τ) + γJω0(J)κψ(φ+ q
p
νt, J)]κψ(φ+ q

p
νt, J),

dφ
dt

= ω0(J)− q
p
ν − 4εω0(J)J

−1[f(t, τ) + γJω0(J)κψ(φ+ q
p
νt, J)]×

(−Jκ(φ+ q
p
νt, J))J .

(12)

Òî÷êà J = Jpq ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçîíàíñíóþ òî÷êó â ñèñòåìå (12).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåçîíàíñ íåâûðîæäåííûé, ò.å.

dω0

dJ

∣∣∣∣
J=Jpq

= ω′
0(Jpq) ̸= 0. (13)

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (12) â µ =
√
ε-îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîé òî÷êè

Jpq. Ñäåëàåì çàìåíó
J = Jpq + µz

è ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (12) ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà µ. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó

dz
dt

= µF0(t, τ, φ, Jpq) + µ2F1(t, τ, φ, Jpq)z +O(µ3),
dφ
dt

= µω′
0(Jpq)z +

1
2
µ2ω′′

0(Jpq)z
2 + µ2G0(t, τ, φ, Jpq) +O(µ3)

(14)

ãäå
F0(t, τ, φ, Jpq) = −4ω0(Jpq)[f(t, τ) + γJpqω0(Jpq)κψ(φ+ q

p
νt, J + pq)]×

κψ(φ+ q
p
νt, Jpq),

F1(t, τ, φ, Jpq) = −4 d
dJ

{
ω0(J)[f(t, τ) + γJω0(J)κψ(φ+ q

p
νt, J)]×

κψ(φ+ q
p
νt, J)

} ∣∣∣∣
J=Jpq

.
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G0(t, τ, φ, Jpq) = −4ω0(Jpq)J
−1
pq [f(t, τ) + γJpqω0(Jpq)κψ(φ+ q

p
νt, Jpq)]×

(−κ(φ+ q
p
νt, Jpq)− JpqκJ(φ+ q

p
νt, Jpq).

Ñèñòåìà (14) ñîäåðæèò òîëüêî îäíó áûñòðóþ ïåðåìåííóþ t. Òåïåðü ñäåëàåì ñòàí-
äàðòíóþ çàìåíó ìåòîäà óñðåäíåíèÿ äëÿ òîãî ÷òîáû èñêëþ÷èòü áûñòðóþ ïåðåìåííóþ
èç ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (14) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà µ2. Ýòà çàìåíà èùåòñÿ
â âèäå

z = ξ + µu1(η, t, τ) + µ2u2(η, t, τ)ξ, φ = η + µ2v2(η, t, τ),

ãäå ôóíêöèè ui(η, t, τ), (i = 1, 2), v2(η, t, τ) - ïåðèîäè÷åñêèå ïî t, τ ñ ïåðèîäîì 2π/ν
è 2π/Γ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñëå çàìåíû ïîëó÷èì ñèñòåìó

dξ
dt

= µf0(η, τ) + µ2f1(η, τ)ξ +O(µ3),
dη
dt

= µω′
0(Jpq)ξ +

1
2
µ2ω′′

0(Jpq))ξ
2 + µ2g0(η, τ) +O(µ3),

(15)

ãäå f0(η, τ), f1(η, τ), g0(η, τ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî t:

f0(η, τ) =
ν
2π

2π/ν∫
0

F0(t, τ, η, Jpq)dt,

f1(η, τ) =
ν
2π

2π/ν∫
0

F1(t, τ, η, Jpq)dt,

g0(η, τ) =
ν
2π

2π/ν∫
0

G0(t, τ, η, Jpq)dt.

Ôóíêöèè ui(η, t, τ), (i = 1, 2), v2(η, t, τ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
ïî t c íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì èç óðàâíåíèé

∂u1
∂t

= F0(t, τ, η, Jpq)− f0(η, τ),
∂u2
∂t

= F1(t, τ, η, Jpq)− u1η(η, t, τ)ω0(Jpq)− f1(η, τ),
∂v2
∂t

= G0(t, τ, η, Jpq)−−u1(η, t, τ)ω0(Jpq)− g0(η, τ).

Ôóíêöèè f0(η, τ), f1(η, τ), g0(η, τ) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïî η äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
âîçìóùåíèé. Ôóíêöèÿ f0(η, τ) - ýòî ñðåäíåå çåà÷åíèå ïî t ôóíêöèè F0(t, τ, φ, Jpq). Ïî-
ñëå óñðåäíåíèÿ òîëüêî îäèí ÷ëåí îñòàåòñÿ îò áåñêîíå÷íîé ñóììû. Âû÷èñëåíèå f0(η, τ)
áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íèæå (ñì. (34)). Ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è
äëÿ ôóíêöèé f1(η, τ), g0(η, τ).

Ñèñòåìà (15) âî âðåìåíè τ ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìîé ñëåäóþ-
ùåãî âèäà

µ dξ
dτ

= f0(η, τ) + µf1(η, τ)ξ +O(µ2),

µdη
dτ

= ω′
0(Jpq)ξ +

1
2
µω′′

0(Jpq))ξ
2 + µg0(η, τ) +O(µ2),

(16)

5 Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ðåøåíèé

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ η0(τ), ÷òî

f0(η0(τ), τ) ≡ 0, 0 < η0(τ) < 2π. (17)

6



Â ýòîì ñëó÷àå âûðîæäåííàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (16) ïðè µ = 0, èìååò
ðåøåíèå

ξ = 0, η = η0(τ). (18)

Ëèíåàðèçóÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (16) ïðè µ = 0 íà ðåøåíèè (18), ïîëó÷èì ìàòðèöó

A0(τ) =

(
0 f0η(η0, τ)

ω′
0(Jpq) 0

)
.

Åñëè
ω′
0(Jpq)f0η(η0, τ) > σ0 > 0, σ0 = const, τ ∈ (−∞,∞), (19)

òîãäà ìàòðèöà A0(τ) èìååò âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Â
ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî [9, ãëàâà 8], â ñèñòåìå

µ
du

dτ
= A0(τ)u (20)

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé U(µ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå

U(µ) = U+(µ) + U−(µ).

Äëÿ ðåøåíèé u+(τ, µ) ∈ U+(µ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|u+(τ, µ)| ≤M+ exp

[
−γ+
µ
(τ − s)

]
|u+(s, µ)|, (−∞ < s < τ <∞),

à äëÿ ðåøåíèé u−(τ, µ) ∈ U−(µ) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|u−(τ, µ)| ≤M− exp

[
−γ−
µ
(τ − s)

]
|u+(s, µ)|, (−∞ < τ < s <∞).

Çäåñü M+,M−, γ+, γ− - ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå è | · | - íîðìà â R2. Èç îöåíîê ðå-
øåíèé ñèñòåìû (20) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ µ, åñëè ïðîñòðàíñòâî X−(µ) íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèé èç U−(µ) ÿâëÿåòñÿ
íåòðèâèàëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

L(µ) = µ
dz

dτ
− A0(τ)z = f(τ),

ãäå f(τ) - ïåðèîäè÷åñêàÿ äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ èìååò åäèí-
ñòâåííîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

z(τ, µ) = L−1(µ)f =
1

µ

∞∫
−∞

K(τ, s, µ)f(s)ds,

ãäå

|K(τ, s, µ)| ≤M exp

(
−γ
µ
|τ − s|

)
(−∞ < τ, s <∞), (21)
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è M , γ - ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (16), èñïîëüçóÿ çàìåíó

u = η − η0(τ),

è çàïèñàâ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó â âåêòîðíîé ôîðìå (z = (ξ, u))

µ
dz

dτ
= A0(τ)z +H(z, t, τ, µ). (22)

Êîìïîíåíòû H(z, t, τ, µ) èìåþò âèä

f0(u+ η0, τ)− f0η(η0, τ)u+ µf1(u+ η0, τ)ξ +O(µ2),

−µdη0
dτ

+ 1
2
µωxx(x0, τ)ξ

2 + µg0(u+ η0, τ) +O(µ2).

Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

|H(0, t, τ, µ)| ≤ p(µ), (23)

ãäå p(µ) → 0, ïðè µ→ 0. Êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè H(z, t, τ, µ) äèôôåðåíöèðåìû
ïî z â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0). Ïîýòîìó ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
ñïðàâåäëìâî

|H(z1, t, τ, µ)−H(z2, t, τ, µ)| ≤ p1(r, µ)|z1 − z2|, (24)

ãäå p1(r, µ) → 0 ïðè r → 0.
Âåêòîð-ôóíêöèÿ H(z, t, εt, µ) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðåìåí-

íîé t. Çàäà÷à î ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (22) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î
ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

z(τ, µ) =
1

µ

∞∫
−∞

K(τ, s, µ)H(z, s, µ)ds = Π(z, µ). (25)

Èç íåðàâåíñòâ (23), (24) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (ñì., íàïðè-
ìåð, [5])

z0(τ, µ) = Π(z, 0), zj(τ, µ) = Π(zj−1(τ, µ), µ), j = 1, 2, . . .

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå (−∞,∞) ê åäèíñòâåííî-
ìó ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ z∗(τ, µ) ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (25).
Ðåøåíèå z∗(τ, µ) ñòðåìèòñÿ ê (0, 0) ðàâíîìåðíî ïî îòíîøåíèþ ê t ïðè µ → 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñèñòåìà (22) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ èìååò åäèíñòâåííîå ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(τ, µ). Â ñâîþ î÷åðåäü, ñèñòåìà (16) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ
èìååò åäèíñòâåííîå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó ñèñòåìà (15) äëÿ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ µ èìååò åäèíñòâåííîå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. ×òîáû èññëåäîâàòü
óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ z∗(τ, µ) ñèñòåìû(22), ñäåëàåì çàìåíó
z = z∗(τ, µ) + y(τ, µ). Ïîëó÷èì ñèñòåìó

µ
dy

dτ
= A0(τ)y +H1(y, t, τ, µ), (26)
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ãäå
H1(y, ψ, τ, µ) = H(z∗(τ, µ) + y(τ, µ), t, τ, µ)−H(z∗(τ, µ), ψ, τ, µ).

Çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ z∗(τ, µ) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å óñòîé-
÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (26). Ó÷èòûâàÿ ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè íà ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (20), èç òåîðåìû Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæå-
íèþ ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (16) íåóñòîé÷è-
âî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(τ, µ) ñèñòåìû (22) íåóñòîé÷èâî.
Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò êàê òåîðåìó ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (14).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Jpq òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷òî

ω0(Jpq) = 0, ω′
0(Jpq) ̸= 0.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ η0(τ) (0 < η0(τ) < 2π), ÷òî

f0(η0(τ), τ) = 0

è íåðàâåíñòâî (19) ñïðàâåäëèâî:

ω′
0(Jpq)f0η(η0, τ) > σ0 > 0, σ0 = const, τ ∈ (−∞,∞).

Òîãäà ñèñòåìà (14) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ èìååò åäèíñòâåííîå ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 â µ-îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîé
òî÷êè Jpq ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåóñòîé÷èâîå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Òåïåðü ïóñòü âìåñòî íåðàâåíñòâà (19) âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî

ω0(Jpq)f0η(η0, τ) < σ1 < 0, σ1 = const, −∞ < τ <∞. (27)

Åñëè íåðàâåíñòâî (27) ñïðàâåäëèâî, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A0(τ) äëÿ âñåõ
τ áóäóò ÷èñòî ìíèìûìè. Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ
âûñøèõ ïðèáëèæåíèé (ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ïðè âûïîëíå-
íèè íåðàâåíñòâà (19)).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå óçêóþ îêðåñòíîñòü ðåçîíàíñíîé òî÷êè Jpq. Ñäåëàåì
çàìåíó â ñèñòåìå (15)

ξ = µu(t) + µξ0(τ) + µ3u3(t, τ),
η = η0(τ) + µv(t) + µ2v0(τ),

ãäå η0(τ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (17), ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ξ0(τ) è v0(τ) ÿâëÿ-
þòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

dη0
dτ

= ω′
0(Jpq)ξ0(τ) + g0(η0(τ), τ),

dξ0
dτ

= f0η(η0(τ), τ)v0(τ) + f1(η0(τ), τ)ξ0(τ)+
⟨F1(t, τ, η0(τ), Jpq)u1(η0(τ), t, τ)⟩t + ⟨F0φ(t, τ, η0(τ), Jpq)v2(η0(τ), t, τ)⟩t

ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü ⟨·⟩t - ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî t äëÿ ôèêñèðîâàííîãî τ . Èç íåðà-
âåíñòâ (13) è (27) ñëåäóåò, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçðåøèòü. Ôóíêöèÿ u3(t, τ)
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îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì èç óðàâíå-
íèÿ

∂u3
∂t

= F0φ(t, τ, η0(τ), Jpq)v2(η0(τ), t, τ) + F1(t, τ, η0(τ), Jpq)u1(η0(τ), t, τ)−
⟨F0φ(t, τ, η0(τ), Jpq)v2(η0(τ), t, τ)⟩t − ⟨F1(t, τ, η0(τ), Jpq)u1(η0(τ), t, τ)⟩t.

Çàìåíà ïðåîáðàçóåò ñèñòåìó (15) â ñèñòåìó

du
dt

= µa(τ)v + µ2[b(τ)u+ e(τ)v2] +O(µ3),
dv
dt

= µc(τ)u+ µ2d(τ)v +O(µ3),
(28)

ãäå
a(τ) = f0η(η0(τ), τ), b(τ) = f1(η0(τ), τ), c(τ) = 1

2
f0ηη(η0(τ), τ),

d(τ) = ω′
0(Jpq), e(τ) = g0η(η0(τ), τ).

(29)

Óñëîâèå (27) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèíèìàåò âèä

a(τ)c(τ) < σ1 < 0.

Êàê áûëî îòìå÷åíî, èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè äëÿ âñåõ τ . Ìû ïðèâåäåì ñèñòåìó
(28) ê �ñòàíäàðòíîé ôîðìå�, ò.å. ê ôîðìå, ãäå ìàòðèöà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåò
íóëåâîé. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ðåäóêöèè ñèñòåìû (28) ñîäåðæèòñÿ â [9, ãëàâà 16].

Ïîëó÷èì ñèñòåìó

dA
dτ

= 1
2

[
b(τ) + e(τ)− h′(τ)

h(τ)

]
A+ f1(A,B, χ, τ) +O(µ),

dB
dt

= 1
2

[
b(τ) + e(τ)− h′(τ)

h(τ)

]
B + f2(A,B, χ, τ) +O(µ),

(30)

ãäå

h(τ) =

[
−d(τ)
a(τ)

]1/2
, χ(τ, µ) =

1

µ

τ∫
0

[−a(s)c(s)]1/2ds.

Ôóíêöèè f1(A,B, χ, τ), f2(A,B, χ, τ) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ïî χ ñ ïåðèîäîì 2π.
Îíè ñîäåðæàò ÷ëåíû íå íèæå ÷åì êâàäðàòè÷åñêèå ïî A è B. Àíàëèç ñèñòåìû (30)
äàåò ñëåäóþùóþ òåîðåìó äëÿ ñèñòåìû (14) (ñì. ïîäîáíóþ òåîðåìó 16.2 â [9]). (Íèæå
ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f(τ) îáîçíà÷àåòñÿ ⟨f(τ)⟩.)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ðåçîíàíñíàÿ òî÷êà Jpq óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.
Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

a(τ)d(τ) < σ1 < 0, t ∈ (−∞,∞).

Íàêîíåö, ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

⟨b(τ) + e(τ)⟩ ̸= 0

Òîãäà ñèñòåìà (14) â ε-îêðåñòíîñòè ðåçîíàíìíîé òî÷êè äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε,
èìååò åäèíñòâåííîå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî, åñëè

⟨b(τ) + e(τ)⟩ < 0,
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è íåóñòîé÷èâî, åñëè
⟨b(τ) + e(τ)⟩ > 0.

Òåîðåìû 1 è 2 ïðèìåíèìû ê èçó÷åíèþ ðåçîíàíñíûõ ðåøåíèé â âèáðîóäàðíîé
ñèñòåìå (11). Ðåçîíàíñíàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ω0(Jpq) = − πΩ

π − arctan Jpq
2Ω∆

=
q

p
ν. (31)

Èç óðàâíåíèÿ (31) ñëåäóåò, ÷òî
ω′
0(Jpq) > 0.

×òîáû âû÷èñëèòü îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (30) íåîáõîäèìî ñïåöè-
ôèöèðîâàòü ôóíêöèþ f(t, τ).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t, τ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (8).
×òîáû âû÷èñëèòü a(τ) = f0η(η0, τ) íàì íåîáõîäèìî óñðåäíèòü F0(t, τ, φ, Jpq). Ïåð-

âûé ÷ëåí ýòîé ôóíêöèè åñòü

−4ω0(Jpq)E(τ) sin(νt+ β(τ))κψ(φ+
q

p
νt). (32)

Òàê êàê

κψ(φ+
q

p
νt) = −ω0(Jpq)

−1 1

π

∞∑
k=1

k sin k(φ+ q
p
νt)

Ω2
0 − k2

, Ω0 = Ω[ω0(Jpq]
−1,

òî ìû äîëæíû óñðåäíÿòü ñëàãàåìûå âèäà

E(τ) sin(νt+ β(τ)) sin k(φ+
q

p
νt), k = 1, 2, . . . .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè (32) áóäåò íåíóëåâûì, åñëè è òîëüêî
åñëè q = 1, p = n (n = 1, 2, . . . ). Äëÿ q = 1, p = n îíî ðàâíî

2E(τ)ν2

πn(Ω2 − ν2)
cos(nη − β(τ)).

Ñðåäíåå çíà÷åíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî

−4γJpqω
2
0(Jpq)κψ(φ+

q

p
νt)κψ(φ+

q

p
νt)

ðàâíî

−γJpq
2

(
1 +

4Ω2∆2

J2
pq

)
.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

sin−2 πΩ0 = 1 + 4J−2Ω2∆2.
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Äàëåå, ôóíêöèÿ η0(τ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

cos(nη − β(τ)) =
γJpqπn

4E(τ)ν2
(Ω2 − ν2)

(
1 +

4Ω2∆2

J2
pq

)
= An(τ). (33)

Òàê êàê An(τ) → ∞ ïðè n → ∞, òî óðàâíåíèå (33) ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ òîëüêî
äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé n. Åñëè óðàâíåíèå (33) èìååò ðåøåíèÿ äëÿ äàííîãî
çíà÷åíèÿ n (|An(τ)| < 1), òî ýòè ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

η0l(τ) =
β(τ)

n
± arccosAn(τ)

n
+

2lπ

n
, l = 0, . . . , n− 1.

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f0(η, τ) â òî÷êàõ η0l(τ), ïîëó÷èì

f0η(η0l(τ), τ) = ± 2E(τ)ν2

π(Ω2 − ν2)

√
1− A2

n(τ), (34)

è, ñëåäîâàòåëüíî, (34) èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê â n òî÷êàõ è îòðèöàòåëüíûé çíàê
â n òî÷êàõ. Ïðÿìîëèíåéíûå âû÷èñîåíèÿ ïîäîáíûå ïðîâåäåííûì ðàíåå ïîêàçûâàþò,
÷òî

⟨b(τ) + e(τ)⟩ = ⟨f1(η0, τ) + g0η(η0, τ)⟩ < 0.

Òåîðåìû 1 è 2 âëåêóò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Åñëè ðåçîíàíñíàÿ òî÷êà J1n ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (31), òîãäà, åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî è |An(τ)| < 1, óðàâíåíèå (11)
èìååò n ðåøåíèé â

√
ε-îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîé òî÷êè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

íåóñòîé÷èâûe ðåçîíàíñíûå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïî t, è n ðåøåíèé, êîòîðûå
ïðåäñòâëÿþò ñîáîé àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ðåçîíàíñíûå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ ïî t â ε-îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíîé òî÷êè.

Ñëó÷àé, êîãäà ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (9), ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì. Ôóíê-
öèè f0(η, τ), f1(η, τ), g0(η, τ) íå çàâèñÿò îò τ . Òîãäà η0(τ) ≡ η0 = const. Ïîëó÷èì

cos(nη − θ) =
γJpqπn

4Aν2
(Ω2 − ν2)

(
1 +

4Ω2∆2

J2
pq

)
= An

è

η0l =
θ

n
± arccosAn

n
+

2lπ

n
, l = 0, . . . , n− 1.

Ïåðåìåííàÿ τ ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â ÷ëåíàõ ïîðÿäêà O(µ3) â ñèñòåìàõ (15) è (28). Ìû
ïîëó÷èì ðåçóëüòàò àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàòó ïîëó÷åííîìó äëÿ âîçìóùåíèÿ (8).

6 Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé âèáðîóäàðíîé ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû ïðè ìàëûõ áèãàðìîíè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ ñ áëèçêèìè è î÷åíü ðàçëè÷íû-
ìè ÷àñòîòàìè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå
ðåçîíàíñíûå ðåæèìû.

Ïîäîáíûå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èçó÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ,
âîçíèêàþùèõ ïîä äåéñòâèåì áèãàðìîíè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåî-
ðèè êîëåáàíèé, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ñ ãëàäêèìè è ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè.
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