
4 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìÌàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìÌû ïðèìåíèì òåîðåìó îá óñðåäíåíèè íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå ê èññëåäîâàíèþóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì ñ êîëåáëþùèìñÿïîäâåñîì. Îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò (cì. [6,7,35].Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿdxdt = "f(t; x); (A)ãäå x-n-ìåðíûé âåêòîð, " - ìàëûé ïàðàìåòð. Âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t; x) îïðåäåëåíàïðè t 2 (�1;1) è x èçìåíÿþùåìñÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (A) ïðîïîðöèîíàëüíû ìàëîìóïàðàìåòðó. Ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè, ââåäåííîé Í.Í. Áîãîëþáîâûì, òàêèåñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè â ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìâ ñòàíäàðòíîé ôîðìå ïðèâîäÿò ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è.Åñëè ñóùåñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèålimT!1 1T TZ0 f(t; �)dt = f0(�);òî ñèñòåìå (A) ìîæíî ñîïîñòàâèòü óñðåäíåííóþ ñèñòåìód�dt = "f0(�): (B)Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéf0(�) = 0èìååò ðåøåíèå � = �0, êîòîðîå, î÷åâèäíî, áóäåò ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåìñèñòåìû (B). Ïóñòü f(t; x) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîét c ïåðèîäîì T , ëèáî åå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìèìíîãî÷ëåíàìè ïåðåìåííîé t âèäàNXk=1 �k cos �kt+ �k sin �kt;



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 5ãäå �k; �k; �k (k = 1; 2; : : : ; N) - ïðîèçâîëíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Â ïîñëåäíåìñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(t; x) çàâèñèò îò t ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëèíåàðèçîâàííóþ íà ñòàöèîíàðíîì ðåøåíèè �0ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèédxdt = Ax; A = X 0(�0):Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A èìåþòîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, òî ñèñòåìà (À) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ" èìååò åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå èëè ïî÷òèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå áëèçêî ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ óñðåäíåííîéñèñòåìû. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A èìåþò ïîëîæèòåëüíûåâåùåñòâåííûå ÷àñòè, òî ñóùåñòâóþùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (À) íåóñòîé÷èâî.Îòìåòèì, ÷òî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (À), âîîáùåãîâîðÿ, áóäåò íå òðèãîíîìåòíè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì, à áîëåå îáùåéïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, êîòîðóþ ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ìîæíîàïïðîêñèìèðîâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.Ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿèññëåäóåìîé ñèñòåìû çàïèñûâàþòñÿ â ôîðìå Ëàãðàíæà. Çàòåì ìû ïåðåõîäèì êãàìèëüòîíîâîé ôîðìå çàïèñè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ââîäèòñÿ ìàëûé ïàðàìåòðè äåëàåòñÿ ïåðåõîä ê áûñòðîìó âðåìåíè. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó â ñòàíäàðòíîéôîðìå (ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû ïðîïîðöèîíàëüíû ìàëîìó ïàðàìåòðó). Âîïðîñîá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ðåøàåòñÿ ïî óñðåäíåííûì óðàâíåíèÿìïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.1. Èñòîðèÿ è ôèçè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿÑòàáèëèçèðóþùèé ýôôåêò âèáðàöèè ïîäâåñà ìàÿòíèêà ñòàë èçâåñòåí óæå â 1908ãîäó. Ñòåôåíñîí [56] ïîêàçàë, ÷òî ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü âåðõíåå ñîñòîÿíèåðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñ âåðòèêàëüíî îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì. Îí èññëåäîâàëñëó÷àé ìàÿòíèêà, ó êîòîðîãî ïîäâåñ ïîëó÷àåò ðÿä èìïóëüñîâ, ïîääåðæèâàþùèõåãî äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âäîëü ëèíèè, ñîñòàâëÿþùåé ìàëûéóãîë ñî ñòåðæíåì ìàÿòíèêà. Ñòåôåíñîí îïðåäåëèë "ñðåäíåå"äâèæåíèå, êîòîðîåóñòîé÷èâî. Îí òàêæå ïîëó÷èë óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò áûñòðûå âåðòèêàëüíûåïðîñòûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì Ñòåôåíñîí [57]



6 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìîïðåäåëèë óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äâóõ è òðåõ ñòåðæíåé, êîòîðûå ñâÿçàíû âìåñòåâ êîíöàõ, åñëè òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò áûñòðûå âåðòèêàëüíûå êîëåáàíèÿ.Òåîðèÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå â ýòîé çàäà÷å áûëà èñïîëüçîâàíà â ñòàòüÿõ Âàíäåð Ïîëÿ [62], Ñòðåòòà [58]. Âàí äåð Ïîëü è Ñòðåòò [63] (ñì. òàêæå Àéíñ [43])ðàññìîòðåëè ïðîáëåìó óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìàòüå è ïîëó÷èëèäèaãðàììó óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé â ïëîñêîñòè äâóõ ïàðàìåòðîâ. Îíè òàêæåîáñóäèëè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êîëåáàòåëüíîå âîçäåéñòâèå ìîæåò ñäåëàòüóñòîé÷èâîé ñèñòåìó, êîòîðàÿ âíà÷àëå áûëà íåóñòîé÷èâà. Ãèðø [42] ðàññìîòðåëçàäà÷ó î äâèæåíèè ìàÿòíèêà, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò ìàëûåêîëåáàíèÿ âûñîêîé ÷àñòîòû â ïëîñêîñòè ìàÿòíèêà. Ýðäåèé â 1934 ãîäó (ñì.[38]) ïðîâåë ïîëíîå èññëåäîâàíèå ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ ïåðèîäè÷åñêèêîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì. Îí ó÷åë çàòóõàíèå è èñïîëüçîâàë òåîðèþ Ôëîêå èòåîðèþ óðàâíåíèÿ Õèëëà.Ëîâåíñòåðí [51] â 1932 ãîäó èçó÷èë ýôôåêò âûñîêî÷àñòîòíûõ äâèæåíèé ñìàëîé àìïëèòóäîé, íàëîæåííûõ íà îäèí êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïîëó÷èëâïåðâûå ðåçóëüòàòû íåêîòîðîé îáùíîñòè. Îí íàøåë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿîáùèõ Ëàãðàíæåâûõ ñèñòåì, êîòîðûå ïîäâåðãàþòñÿ áûñòðûì êîëåáàíèÿì, èóðàâíåíèÿ äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé îêîëî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Ëîâåíñòåðíðàññìîòðåë òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ.Àíàëèç çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñêîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè áûë èçëîæåí â êíèãå [44] âèçäàíèè 1950 ãîäà.Êàïèöà [16, 17] èññëåäîâàë ïðîáëåìó äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ñ êîëåáëþùåéñÿòî÷êîé ïîäâåñà â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Êàïèöà èçó÷èë óñòîé÷èâîñòüîáðàùåííîãî ìàÿòíèêà ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî èì ïîíÿòèÿ ýôôåêòèâíîãîïîòåíöèàëà (ñì. òàêæå Ëàíäàó è Ëèôøèö [22], c. 93�95). Îí òàêæåâûäâèíóë èäåþ ïðèìåíèòü âèáðàöèîííóþ ñòàáèëèçàöèþ ê äðóãèì ìåõàíè÷åñêèìîáúåêòàì, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò ìàÿòíèêà, òàêèì, íàïðèìåð, êàê áîëüøèåìîëåêóëû.Áîãîëþáîâ [6] ïîëó÷èë ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòèâåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñ âåðòèêàëüíî îñöèëëèðóþùèìïîäâåñîì. Îí ïðåäïîëîæèë, ÷òî àìïëèòóäà âèáðàöèé ìàëà, à ÷àñòîòà âèáðàöèéâåëèêà. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà î÷åíü èíòåðåñíîì ïðåîáðàçîâàíèè,êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îòâåò â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ.Áîãäàíîâ (Bogdano� [33]) îáîáùèë ðåçóëüòàòû Ëîâåíñòåðíà íà ñëó÷àéìàëûõ, áûñòðûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé, íî åãî



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 7àíàëèç îãðàíè÷èâàåòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Áîãäàíîâ è Ñèòðîí [34]ïðîäåìîíñòðèðîâàëè íà ýêñïåðèìåíòå ðàçëè÷íûå ýôôåêòû â ïîâåäåíèèìàÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì.Õåìï è Ñåòíà â [41] ðàññìîòðåëè íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìûñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè âîçáóæäåíèÿìè. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ �áûñòðûõ"ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé, à òàêæå èññëåäîâàí ýôôåêò îäíîâðåìåííîãîâîçäåéñòâèÿ "ìåäëåííûõ" è "áûñòðûõ" ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé.Ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûå èç ÷àñòîò "áûñòðûõ"ïàðàìåòðè÷åñêèõâîçáóæäåíèé áëèçêè äðóã äðóãó (cì. òàêæå [52].Áóðä, Çàáðåéêî, Êðàñíîñåëüñêèé, Êîëåñîâ â [10] (ñì. òàêæå [20]) èçó÷èëèïðîáëåìó áèôóðêàöèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé èç âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñ âåðòèêàëüíî îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì. Áóðä [8]èññëåäîâàë ïðîáëåìó áèôóðêàöèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé èç âåðõíåãîè íèæíåãî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà, êîãäà çàêîí äâèæåíèÿ ïîäâåñàÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ äâóìÿ ÷àñòîòàìè, áëèçêèìè äðóãäðóãó.Ëåâè [45] íàøåë òîïîëîãè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñòàáèëèçàöèè âåðõíåãîñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñ âåðòèêàëüíî îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì(cì. òàêæå [46]). Îí (cì. [47, 48]) äàë òàêæå î÷åíü ïðîñòîå ôèçè÷åñêîåîáúÿñíåíèå ñòàáèëèçàöèè âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà âèáðàöèÿìèïîäâåñà. Îñíîâíîé ìîìåíò åãî ñòàòåé - ýòî íàáëþäåíèå, ÷òî çà ñòàíäàðòíîéïðîöåäóðîé óñðåäíåíèÿ ëåæàò íåêîòîðûå ïðîñòûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôàêòû.Îòêðûòèå óñòîé÷èâûõ �-êèíêîâ â óðàâíåíèè ñèíóñ-Ãîðäîí ïîä äåéñòâèåìáûñòðî îñöèëëèðóþùåé ñèëû (ñì. [64, 65]) îñíîâûâàåòñÿ íà òîé æå èäåå.Èäåÿ ïîäíÿòèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â îñöèëëèðóþùåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå("ëîâóøêà Ïîëà") âîñõîäèò ê 1958 ãîäó. (ñì. [52, 53]). Çà ýòó ðàáîòó Ïîë (Paul)ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ â 1989. Îòêðûòèþ ëîâóøêè Ïîëà ïðåäøåñòâîâàëàèäåÿ ñèëüíîé ôîêóñèðîâêè â ñèíõðîòðîíàõ. (ñì. [37, 50]).Íåäàâíî (cì. [55]) áûëî ïðåäñòàâëåíî íîâîå ïðèìåíåíèå òàêèõñòàáèëèçàöèîííûõ ìåõàíèçìîâ ê ïðîèçâîäñòâó ÿðêèõ ñîëèòîíîâ â äâóìåðíîìêîíäåñàòå Áîçå - Ýéíøòåéíà (ïîä �ÿðêèì"ñîëèòîíîì ïîäðàçóìåâàåòñÿóñòîé÷èâàÿ óåäèíåííàÿ âîëíà, ïëîòíîñòü êîòîðîé áîëüøå, ÷åì ïëîòíîñòüêîíäåñàòà).Îòìåòèì åùå ðàáîòû Çåíüêîâñêîé, Ñèìîíåíêî, Øëåéêåëÿ, â êîòîðûõèññëåäóåòñÿ âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíûõ âèáðàöèè íà âîçíèêíîâåíèå êîíâåêöèèâ æèäêîñòè (ñì. [13�15]).



8 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìÎïèñàíèþ óäèâèòåëüíûõ ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè äåéñòâèè âèáðàöèé íàíåëèíåéíûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ïîñâÿùåíà êíèãà Áëåõìàíà �Âèáðàöèîííàÿìåõàíèêà"[3]. Ê íèì àâòîð îòíîñèò èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïîäâîçäåéñòâèåì áûñòðûõ âèáðàöèé, èçìåíåíèå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâè õàðàêòåðèñòèê ïîä äåéñòâèåì âèáðàöèè ïî îòíîøåíèþ ê ìåäëåííûìâîçäåéñòâèÿì, òðàíñôîðìàöèÿ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, â ÷àñòíîñòè èõñòàáèëèçàöèÿ è äåñòàáèëèçàöèÿ ïîä äåéñòâèåì âèáðàöèè, èçìåíåíèå âñëåäñòñâèåâèáðàöèè ÷àñòîò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû, âèáðàöèîííîå ïîääåðæàíèåâðàùåíèÿ è ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ íåóðàâíîâåøåííûõ ðîòîðîâ. Áëåõìàíïðåäëîæèë îáùèé ïîäõîä ê îïèñàííîìó êðóãó ÿâëåíèé, êîòîðûé îí íàçâàë"âèáðàöèîííîé ìåõàíèêîé".Íåäàâíî âîçîáíîâèëñÿ èíòåðåñ ê èñïîëüçîâàíèþ âûñîêî÷àñòîòíûõ âèáðàöèéäëÿ óïðàâëåíèÿ íèçêî÷àñòîòíûìè ñâîéñòâàìè ñòðóêòóð, ò.å. èõ ðàâíîâåñíûìèñîñòîÿíèÿìè, óñòîé÷èâîñòüþ, ýôôåêòèâíûìè íàòóðàëüíûìè ÷àñòîòàìè èàìïëèòóäàìè âèáðàöèé [32,36, 39, 40, 59, 60].Îòìåòèì åùå ðàáîòû Þäîâè÷à [29�31], ïîñâÿùåííûå âèáðîäèíàìèêå ñèñòåìñî ñâÿçÿìè è êíèãó Ñòðèæàê [26], ïîñâÿùåííóþ ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì.2. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðîñòîãî ìàÿòíèêàñ âèáðèðóþùèì ïîäâåñîìÐå÷ü èäåò îá îäíîé èç ïðîñòåéøèõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì: Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êàìàññûm, ñâÿçàííàÿ íåâåñîìûì òâåðäûì ñòåðæíåì äëèíû l (íàçûâàåìîé äëèíîéìàÿòíèêà) ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé (òî÷êîé ïîäâåñà). Î÷åâèäíî, òðàåêòîðèÿäâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áóäåò äóãîé îêðóæíîñòè. Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòüî ôèçè÷åñêîì ìàÿòíèêå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé òâåðäîå òåëî, êîòîðîå ìîæåòâðàùàòüñÿ â îïðåäåëåííîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè âîêðóã ñâîåé òî÷êè ïîäâåñà.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäà, â êîòîðîé äâèæåòñÿ ìàÿòíèê, ñîçäàåòñîïðîòèâëåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ñêîðîñòè, à òî÷êà ïîäâåñà ïåðèîäè÷åñêè èëèïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè êîëåáëåòñÿ.Ìû ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà ïîäâåñà ìàÿòíèêà ìîæåò äâèãàòüñÿòîëüêî âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà óäîáíî çàïèñàòüâ ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:m - ìàññà ìàÿòíèêà, l -äëèíà ìàÿòíèêà, c - êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ, g - óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè,q - óãëîâîå îòêëîíåíèå ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëè, ôóíêöèÿ f(t) çàäàåò çàêîíäâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ìàÿòíèêà x = l sin q; y =
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q

mg
®Ðèñ. 1:l cos q + f(t). Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîéT = 12m( _x2 + _y2) = 12m[l2 _q2 + 2l _q _f sin q + _f 2];ãäå _x; _y; _q; _f - ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé x(t); y(t); q(t); f(t) ñîîòâåòñòâåííî,ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ V (q) = �mgl cos q;äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ R( _q) = cl2 _q2:Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ôîðìå Ëàãðàíæà èìååò âèäddt @L@ _q � @L@q = 0; L = T � V:Ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì�q + 2cm _q + "gl + �fl # sin q = 0: (1)Ýòî óðàâíåíèå è ïðåîáðàçóåì ê ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå. Îáîáùåííûéêèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ðàâåíp = @T@ _q = m(l2 _q + l _f sin q):



10 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìÎáðàùàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì_q = 1ml2p� _fl sin q: (2)Äèôôåðåíöèðóåì (2) è èñïîëüçóåì óðàâíåíèå (1). Òîãäà ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó_p = ml2 "� 2cml2p+ 2cml _f sin q + _fml3p cos q � _f 2l2 sin q cos q# :Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì èñêîìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèédqdt = 1ml2p� _fl sin q;dpdt = �2cmp+ [2cl sin q + pl cos q] _f �mgl sin q � m2 _f 2 sin 2q: (3)3. Ââåäåíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà è ïðèâåäåíèåóðàâíåíèé ê ñòàíäàðòíîé ôîðìåÌû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûíóæäåííûå ïåðåìåùåíèÿ f(t) òî÷êè ïîäâåñà,êîòîðûå çàäàþòñÿ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè. Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëÿåìûåïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëûf(t) = NXk=1 �k cos �kt+ �k sin �kt; (4)ãäå �k; �k; �k (k = 1; 2; : : : ; N) - âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,÷òî àìïëèòóäû �k; �k äîñòàòî÷íî ìàëû, à ÷àñòîòû �k äîñòàòî÷íî âåëèêè âñëåäóþùåì ñìûñëå. Ñóùåñòâóåò òàêîé ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð ", ÷òî�k = "ak; �k = "bk; �k = !k" ;ãäå ak; bk; !k (k = 1; 2; : : : ; N) - âåëè÷èíû ïîðÿäêà Î(1) îòíîñèòåëäüíî ". Òîãäàf(t) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåf(t) = " NXk=1 ak cos!k t" + bk sin!k t" = "�( t"):



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 11Âî-âòîðûõ, çàêîí, îïðåäåëÿåìûé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåéf(t) = 1Xk=1 1(2k � 1)2� sin(2k � 1)�t: (5)Ââîäèì ìàëûé ïàðàìåòð ", ïîëàãàÿ � = "a; � = !" . Òîãäà f(t) çàïèøåòñÿ â âèäåf(t) = " 1Xk=1 1(2k � 1)2a sin(2k � 1)! t" = "�( t")Â-òðåòüèõ, ñèíóñîèäàëüíûé çàêîí âèáðàöèé ïîäâåñàf(t) = � sin �t: (6)Ïîëàãàÿ � = "a; � = !" , ïîëó÷èìf(t) = "a sin !" t = "�( t")Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà f(t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5), óñêîðåíèåâûíóæäåííîãî ïåðåìåùåíèÿ - îáîáùåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ �f(t), êîòîðîéñîîòâåòñòâóåò ðÿä Ôóðüå �f(t) = � 1Xk=1 sin(2k � 1)t:Ïîýòîìó â óðàâíåíèå (1) âõîäèò îáîáùåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â êà÷åñòâåêîýôôèöèåíòà. Íî â ñèñòåìó (3) âõîäèò òîëüêî ôóíêöèÿ _f(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿêóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.Îòìåòèì, ÷òî äðóãèå ïóòè èññëåäîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà âñèñòåìàõ, ñîäåðæàùèõ îáîáùåííûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, áûëè ïðåäëîæåíûâ ðàáîòàõ [22] (cì. òàêæå [2]) è êíèãå [24].Ïåðåéäåì â ñèñòåìå (2) ê áûñòðîìó âðåìåíè � ïî ôîðìóëå "� = t è îáîçíà÷èìäèôôåðåíöèðîâàíèå ïî � òî÷êîé. Ïîëó÷èì_q = "� 1ml2p� 1l _�(�) sin q� ;_p = " h�mgl sin q � 2cmp+ �2cl sin q + pl cos q� _�(�)�m _�2(�) cos q sin qi : (7)Òàêèì îáðàçîì, â îïèñàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèéäâèæåíèÿ ìàÿòíèêà èìååò ñòàíäàðòíóþ ôîðìó.



12 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì4. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿÓñðåäíåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä_� = " 1ml2�;_� = "[�mgl sin � � 2cm� � m2 h _�2(�)i sin 2�]; (8)ãäå h _�2(�)i = limT!1 1T TZ0 _�2(�)d�:Ó ñèñòåìû (8) òðè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿI � (0; 0); II � (�; 0); III � (� arccos�� glh _�2(�)i� ; 0):Ïîñëåäíåå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè âûïîëíåíèèíåðàâåíñòâà gl � h _�2(�)i: (9)Ñèñòåìà (8) òàêæå èìååò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ I è II - íèæíåå è âåðõíååñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà.Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (8). Äëÿ ðåøåíèÿI ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä_ = " 1ml2';_' = "[�mgl � 2cm'�mh _�2(�)i ]; (10)à äëÿ ðåøåíèÿ II (ïîëàãàåì � = � � �)_� = " 1ml2Æ_Æ = "[mgl� � 2cmÆ �mh _�2(�)i�]: (11)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ó ìàòðèöû ñèñòåìû (10) ñëåä (ñóììà äèàãîíàëüíûõýëåìåíòîâ) îòðèöàòåëüíûé, à îïðåäåëèòåëü - ïîëîæèòåëüíûé. Ïîýòîìó íóëåâîåñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ óñðåäíåííîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Èçòåîðåìû îá óñðåäíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âûòåêàåò, ÷òî ïðèäîñòàòî÷íî ìàëûõ " íèæíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî.



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 13Ó ìàòðèöû ñèñòåìû (11) ñëåä îòðèöàòåëüíûé, à îïðåäåëèòåëüïîëîæèòåëüíûé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîgl < h _�02(�)i:Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (0; �)óñðåäíåííîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Èç òåîðåìû îá óñðåäíåíèèñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ " àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî âåðõíååñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà.Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå óñòîé÷èâîñòü âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿðàâíîâåñèÿ, â èñõîäíîì âðåìåíè t èìååò âèägl < h _f 2i:Äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî çàêîíà äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà (4) ïîëó÷àåìh _�2(�)i = 12 NXk=1(a2k + b2k)!2k = 12 NXk=1(�2k + �2k)�2k :Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè (5) èìååìh _�2(�)i = 12 1Xk=1 a2!2 1(2k � 1)2 = a2!2�216;à äëÿ ôóíêöèè (6) ïîëó÷àåì h _�2(�)i = a2!22 :Ïîýòîìó âåðõíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðèâûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà NXk=1(�2k + �2k)�2k > 2gl (12)äëÿ ôóíêöèè (4), ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâàa2!2�28 > 2gl (13)



14 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìäëÿ ôóíêöèè (5) è ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâàa2!2 > 2gl (14)äëÿ ôóíêöèè (6).Ñðàâíåíèå íåðàâåíñòâ (13) è (14) ïîêàçûâàåò, ÷òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòèâåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ïðè çàêîíå âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà,îïðåäåëÿåìîì ôîðìóëîé (5) øèðå, ÷åì ïðè ñèíóñîèäàëüíîì çàêîíå âèáðàöèèòî÷êè ïîäâåñà. Íåðàâåíñòâî (14) â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä�2�2 > 2gl: (15)Èìåííî íåðàâåíñòâî (15) êàê óñëîâèå ñòàáèëèçàöèè âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà áûëî ïîëó÷åíî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè (ñì. Ñòåôåíñîí[56], Ýðäåèé [38], Êàïèöà [16, 17], Áîãîëþáîâ [6]. Ïðè îòñóòñòâèè âèáðàöèéòî÷êè ïîäâåñà, êàê èçâåñòíî, íèæíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà óñòîé÷èâî,à âåðõíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî. Ïðåäûäóùèé àíàëèç ïðèâåë íàñê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó: åñëè òî÷êà ïîäâåñà âèáðèðóåò ïî ñèíóñîèäàëüíîìóçàêîíó è ÷àñòîòà âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà ìàÿòíèêà äîñòàòî÷íà âåëèêà,à àìïëèòóäà âèáðàöèé äîñòàòî÷íî ìàëà, òî âåðõíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿìàÿòíèêà ìîæåò ñòàòü óñòîé÷èâûì. Ýòîò ðåçóëüòàò ìíîãîêðàòíî ïðîâåðåíýêñïåðèìåíòàëüíî.Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñòàíîâëåí Ñòåôôåíñîíîì åùå â 1908ãîäó, è åãî ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ áûëî ïîëó÷åíîÍ.Í. Áîãîëþáîâûì. Çäåñü ìû ðàññìîòðåëè áîëåå îáùèå çàêîíû äâèæåíèÿ òî÷êèïîäâåñà è ïîëó÷èëè àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû.Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ III óñðåäíåííîé ñèñòåìû, êîòîðîå ñóùåñòâóåòïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (9), ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä_' = " 1ml2 ;_ = "[(�mgl cos �0 �mh _�2(�)i cos 2�0)'� 2cm ];ãäå cos �0 = � glh�02(�)i :Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà(9) íåóñòîé÷èâî. Èç òåîðåìû îá óñðêäíåíèè ñëåäóåò, ÷òî ñòàöèîíàðíîìóðåøåíèþ III óñðåäíåííîé ñèñòåìû ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ " ñîîòâåòñòâóåò



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 15íåóñòîé÷èâîå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå èëè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (â çàâèñèìîñòèîò âûáîðà çàêîíà âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà) ñèñòåìû (7).Ñäåëàåì åùå íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ ê ðàññìîòðåííîé çàäà÷å. Óñðåäíåííóþñèñòåìó (8) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿâòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòî óðàâíåíèå â èñõîäíîì âðåìåíè t èìååò âèä (äëÿñèíóñîèäàëüíîãî çàêîíà âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà)�� + 2cm _� + �gl + �2�22l2 cos �� sin � = 0: (16)Êàê îòìåòèëè Áîãîëþáîâ è Ìèòðîïîëüñêèé [7] óðàâíåíèå (6) îïðåäåëÿåòêîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ïîäîáíà ìàÿòíèêó ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîéïîäâåñà, íî âîññòàíàâëèâàþùàÿ ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà íå sin �, à [gl +�2�22l2 cos �] sin �. ×àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé áåç ó÷åòà çàòóõàíèÿ áóäåò ðàâíàgl + �2�22l2 .5. Óñòîé÷èâîñòü âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿñ ðàñïðåäåëåííîé ìàññîéÐàññìîòðèì òåïåðü ìàÿòíèê, ìàññà êîòîðîãî ðàñïðåäåëåíà âäîëü âñåãî ñòåðæíÿ.Îáîçíà÷èì äëèíó ñòåðæíÿ ÷åðåç L, à ïëîòíîñòü ÷åðåç �(y); 0 � y � L.Ïðîèçâåäåíèå ìàññû m íà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà òÿæåñòè ñòåðæíÿ ðàâíîml = LZ0 �ydy;à ìîìåíò èíåðöèè - J = LZ0 �y2dy:Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà c òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ, íå ñîäåðæàöèõ q; _qîïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîéT = _q22 LZ0 �y2dy + _q _f sin q LZ0 �ydy;



16 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíàV = �g cos q LZ0 �ydy:Ñ ó÷åòîì äèññèïàöèè ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ìàÿòíèêà â ôîðìå Ëàãðàíæà�q + c _q + 
[g + �f ] sin q = 0:ãäå 
 = LR0 �ydyLR0 �y2dy :Ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (1) òåì, ÷òî îáà ñëàãàåìûõ âïîñëåäíåì ÷ëåíå óðàâíåíèÿ óìíîæåíû íà ìíîæèòåëü 
. Ïîýòîìó, åñëèôóíêöèÿ f(t) îïðåäåëÿåò çàêîí âûíóæäåííîãî ïåðåìåùåíèå òî÷êè ïîäâåñà, òîóñëîâèå óñòîé÷èâîñòè âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ ïðèíèìàåò âèäíåðàâåíñòâà g
 < h _f 2i:Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âçÿò ñïëîøíîé îäíîðîäíûé ñòåðæåíü äëèíû L.Ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ðàâíà � = mL�1. Â ýòîì ñëó÷àå

 = LR0 �ydyLR0 �y2dy = 32 :Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ ïðèíèìàåò âèä23gl < h _f 2i:Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî îäíîðîäíûé ñòåðæåíü äëèíû L ëåã÷åóäåðæàòü îêîëî âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ÷åì ìàÿòíèê äëèíû L c ìàññîéðàñïîëîæåííîé íà êîíöå ìàÿòíèêà.



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 176. Ïëîñêèå âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñàÐàññìîòðèì òåïåðü ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì ïðè áîëåå îáùèõïðåäïîëîæåíèÿõ î äâèæåíèè òî÷êè ïîäâåñà. Ïóñòü òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåòêîëåáàíèÿ îäíîâðåìåííî â ãîðèçîíòàëüíîì è âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ ïîçàêîíó x = s(t); y = r(t):Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îíà ñîâåðøàåò ñèíóñîèäàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèåêîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé � è ÷àñòîòîé � âäîëü ïðÿìîé, ñîñòàâëÿþùåé óãîë �ñ îñüþ y. Òîãäà s(t) = � sin �t sin �;r(t) = � sin �t cos �:Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ìàÿòíèêà x = l sin q + s(t); y = �l cos q + r(t).Êèíåòè÷åñêàÿ çíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîéT = 12m( _x2 + _y2) = m2 [l2 _q2 + 2l _q( _s cos q + _r sin q) + _s2 + _r2];ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò âèä V (q) = �mgl sin q, à äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ- R( _q) = cl2 _q2; óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ôîðìå Ëàãðàíæà�q + 2cm _q + �gl + �rl � sin q + �sl cos q = 0:Ïåðåõîäèì, êàê â ï.3, ê ñèñòåìå â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìådqdt = 1ml2p� _sl cos q � _rl sin qdpdt = �2cmp+ (2cl cos q � pl sin q) _s+ (2cl sin q + pl cos q) _r++m2 ( _s2 � _r2) sin 2q �m _s _r cos 2q �mgl sin q: (17)Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð ", äëÿêîòîðîãî � = "a; � = !" . Òîãäàs(t) = "a sin !" t sin �; r(t) = "asin!" t cos �:Ïåðåõîäÿ ê áûñòðîìó âðåìåíè "� = t è îáîçíà÷àÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî �òî÷êîé, ïîëó÷èì_q = " h 1ml2p� _s(�)l cos q � _r(�)l sin qi ;_p = " ��2cmp+ _s(�)(2cl cos q � pl sin q) + _r(�)(2cl sin q + pl cos q)+m2 ( _s2(�)� _r2(�)) sin 2q �m _s(�) _r(�) cos 2q �mgl sin q� : (18)



18 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìÓñðåäíåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä_� = " 1ml2�;_� = " ��2cm� �mgl sin � + m2 (h _s2(�)i � h _r2(�)i) sin 2� ��mh( _s(�) _r(�)i cos 2�] : (19)Î÷åâèäíî, h _s2(�)i = a2!22 sin2 � = �2�22 sin2 �; h _r2(�)i = �2�22 cos2 �;h _s(�) _r(�)i = �2�24 sin 2�:Ñèñòåìà (19) ìîæåò èìåòü ìíîãî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Íàïðèìåð, îíàèìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (�2 ; 0), åñëè�2�24 sin 2� = gl: (20)Ëèíåàðèçîâàííàÿ íà ýòîì ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìà èìååò âèä_� = " 1ml2�;_� = "(m� cos 2� � 2cm�):Ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (�2 ; 0) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðèâûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà cos 2� < 0: (21)Èç òåîðåìû îá óñðåäíåíèè ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ " è âûïîëíåíèèóñëîâèé (20), (21) ñèñòåìà (18) èìååò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîåðåøåíèå, êîòîðîå íàõîäèòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (�2 ; 0), ò.å. ìàÿòíèê áóäåòñîâåðøàòü óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè ãîðèçîíòàëüíîãîïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêà.Åñëè çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìès(t) = g(t) sin �;r(t) = g(t) cos �;ãäå g(t) = "a 1Xk=1 sin(2k � 1)!" t(2k + 1)2 ;



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 19òî óñðåäíåííîå óðàíåíèå èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (�2 ; 0) ïðè âûïîëíåíèèðàâåíñòâà a2!2�2 sin 2� = 32gl:Ýòî ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (21).7. Ìàÿòíèê ñ èñ÷åçàþùåé âî âðåìåíè àìïëèòóäîéêîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñàÍàïîìíèì åùå ðàç îñíîâíîé ðåçóëüòàò, îòíîñÿùèéñÿ ê óñòîé÷èâîñòè âåðõíåãîñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñ âèáðèðóþùèì ïîäâåñîì. Ïóñòü òî÷êà ïîäâåñàìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ìîæåò ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ âäîëü âåðòèêàëüíîé îñèè çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîéf(t) = a sin!t:Åñëè àìïëèòóäà êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà a äîñòàòî÷íî ìàëà, à ÷àñòîòà! äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî âåðõíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà áóäåòóñòîé÷èâûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîa2!2 > 2gl; (22)ãäå l - äëèíà ìàÿòíèêà, g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.Â ýòîì ïóíêòå áóäåò ðàññìîòðåí (ñì. [9, 11, 12]) âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòèâåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà â ñëó÷àå, êîãäà çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êèïîäâåñà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé f(t) = at��1 sin!t�; (23)ãäå a; !; � - ïîñòîÿííûå è � > 1, ò.å. àìïëèòóäà äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñàñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t!1.Êàê ìû âèäåëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ñ äâèæóùèìñÿ âäîëüâåðòèêàëüíîé îñè ïîäâåñîì èìååò âèä�q + 2cm _q + �gl + 1l �f� sin q = 0; (24)ãäå m - ìàññà ìàÿòíèêà, c - êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ, q(t) - óãëîâîåîòêëîíåíèå ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëè, f(t) - çàêîí äâèæåíèÿ ïîäâåñà. Íàì ñíîâà



20 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìóäîáíî çàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå. Ñîîòâåñòâóþùàÿñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä_q = 1ml2p� 1l _f sin q;_p = �2cmp+ [2cl sin q + pl cos q] _f �mgl sin q � m2 _f 2 sin 2q: (25)Ñèñòåìà (25) èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ (0; 0) è (�; 0) - íèæíåå è âåðõíååñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñîîòâåòñòâåííî.Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà.Ëèíåàðèçóÿ ñèñòåìó (25) íà ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ (�; 0), ïîëó÷àåì ëèíåéíóþñèñòåìó _x1 = 1ml2x2 + 1l _fx1;_x2 = �2cmx2 + [�2clx1 + 1lx2] _f +mglx1 � m2 _f 2x1: (26)Èçó÷èì ïîâåäåíèå ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ïðè t!1. Ââåäåì íîâîå âðåìÿ � ïîôîðìóëå � = t�è ó÷òåì, ÷òî âî âðåìåíè �dfdt = �a! cos!� + (1� �)a� sin!�:Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó (z = (x1; x2))dzd� = 1� 1��A1(�)z + 1� 2��F (�)z; (27)ãäå � = 1� < 1,A1(�) =  a!l cos!� �ml2�2a!cl cos!� +mgl� � ma2 cos2 !�� �2c�m + a! cos!�l ! ;à âèä ìàòðèöû F (�) äëÿ äàëüíåéøåãî íåñóùåñòâåíåí. Ñëåäóåò òîëüêî îòìåòèòü,÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû F (�) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè ïðè 0 < �0 �� <1.Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî � > 2. Òîãäà 1�� > 12 . Â ñèñòåìå (27) âûïîëíèìçàìåíó ïåðåìåííûõ z = y + 1� 1��Y1(�)y; (28)



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 21ãäå ìàòðèöà Y1(�) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé - ïåðèîäè÷åñêèåôóíêöèè ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì, èç óðàâíåíèÿdY1d� = A1(�)� B1; (29)à ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà B1 òàêæå ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. Î÷åâèäíî, ìàòðèöà B1äîëæíà áûòü ñîñòàâëåíà èç ñðåäíèõ çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A1(�), ò.å. B1èìååò âèä B1 =  0 �ml2mgl� � ma2!22� �2c�m ! :Ïîñëå çàìåíû (28) ñèñòåìà (27) ïåðåõîäèò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ � â ñèñòåìódyd� = 1� 1��B1y + 1� 2�2�G(�)y; (30)ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû G(�) - îãðàíè÷åííûå ïðè 0 < �0 � � < 1 ôóíêöèè. Âèñõîäíîì âðåìåíè t ñèñòåìà (30) ïðèíèìàåò âèädydt = �B1y + �t��1G(t)y: (31)Â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Ëåâèíñîíà [16, 43] ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿñèñòåìû (31) ïðè t!1 ïðåäñòàâèìû â âèäåy1(t) = e�1t(p1 + o(1)); y2(t) = e�2t(p2 + o(1)); (32)ãäå �1 è �2 - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû �B1, à p1; p2 - ñîáñòâåííûå âåêòîðû,îòâå÷àþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèèíåðàâåíñòâà 2gl < �2a2!2 (33)ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû �B1 èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.Ïîýòîìó, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (33), òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (31) âñèëó ôîðìóë (32) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à, ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèåñèñòåìû (27) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèèíåðàâåíñòâà (33) íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (26) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Âñèëó òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ âåðõíåå ñîñòîÿíèåðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ïðè � > 2 è âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (33) àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî.



22 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìÅñëè 32 < � � 2, òî 13 < 1 � � � 12 . Â ýòîì ñëó÷àå. ÷òîáû ïðèâåñòè ñèñòåìóê ôîðìå, ê êîòîðîé ïðèìåíèìà òåîðåìà Ëåâèíñîíà, íóæíî âìåñòî çàìåíû (28)ñäåëàòü çàìåíó z = y + 1� 1��Y1(�)y + 1� 2�2�Y2(�)y; (34)ãäå ìàòðèöà Y1(�) îïðåäåëÿåòñÿ òåì æå óðàâíåíèåì (29), à ìàòðèöà Y2(�) èïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà B2 îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿdY2d� = A1(�)Y1(�)�B2;ïðè÷åì ýëåìåíòû ìàòðèöû Y2(�) - ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ íóëåâûì ñðåäíèìçíà÷åíèåì. Çàìåíà (32) ïåðåâîäèò ñèñòåìó (27) â ñèñòåìódyd� = 1� 1��B1y + 1� 2�2�B2y + 1� 3�3�L(�)y; (35)ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû L(�) îãðàíè÷åííûå ïðè �0 � � < 1 ôóíêöèè. Ïðîñòîéïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî B2 = 0 è ïîýòîìó äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèéñèñòåìû (35) âî âðåìåíè t ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû (32).Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 32 < � � 2 è âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (33) íóëåâîå ðåøåíèåñèñòåìû (26) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ïðè 1 < � � 32 àñèìïòîòè÷åñêèåôîðìóëû (32) ìîãóò èçìåíèòüñÿ, íî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè áóäåò èìåòüòîò æå âèä, ÷òî è â (32). Ïîêàçàòåëü � âëèÿåò íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðåøåíèéê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïîäâåñà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêàâäîëü âåðòèêàëüíîé îñè ïî çàêîíó (23) è ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (33)âåðõíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.8. Ìíîãî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ ïîäâåñà ìàÿòíèêàÂ ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàêîí äâèæåíèÿ ïîäâåñà ìàÿòíèêà - ýòîòðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, è íåêîòîðûå ÷àñòîòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà áëèçêèäðóã ê äðóãó. Õåìï è Ñåòíà [41] ðàññìîòðåëè ñëó÷àé äâóõ ÷àñòîò.Óäîáíî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà çàïèñàòü â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå. Ìûïîëó÷èì ñèñòåìó (ï. 3)dqdt = 2ml2p� _fl sin q;dpdt = �2cmp+ �2cl sin q + pl cos q� _f �mgl sin q � m2 _f 2 sin 2q: (36)



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 23Âûíóæäåííîå äâèæåíèå ïîäâåñà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîéf(t) = NXk=1 �k cos vkt+ �k sin �kt:ãäå �k; �k; �k(k = 1; 2; : : : ; N) - âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,÷òî àìïëèòóäû �k; �k ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè, à ÷àñòîòû �k ÿâëÿþòñÿäîñòàòî÷íî áîëüøèìè â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ñóùåñòâóåò ìàëûé ïàðàìåòð "òàêîé, ÷òî �k = "ak; �k = "bk; �k = !k" ;ãäå ak; bk; !k; (k = 1; : : : ; N) èìåþò ïîðÿäîê O(1) ïî îòíîøåíèþ ê ". Òîãäà f(t)ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäåf(t) = " NXk=1 ak cos!k t" + bk sin!k t" = "�( t"):Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàêîí äâèæåíèÿ ïîäâåñà îäíî÷àñòîòíûé, åñëè âñåðàçíîñòè !k � !j; j 6= k èìåþò ïîðÿäîê O(1) ïî îòíîøåíèþ ê ". Åñëè æåíåêîòîðûå èç ýòèõ ðàçíîñòåé èìåþò ïîðÿäîê O(") ïî îòíîøåíèþ ê ", òî ìûáóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàêîí äâèæåíèÿ ïîäâåñà ìíîãî÷àñòîòíûé.Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çàêîí äâèæåíèÿ ïîäâåñàìàÿòíèêà ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷àñòîòíûì.Â îäíî÷àñòîòíîì ñëó÷àå (ñì. ï.4) ìåòîä óñðåäíåíèÿ äàåò âîçìîæíîñòüïîëó÷èòü õîðîøî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿq = 0 è q = � ñèñòåìû (36) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ". Íèæíåå ñîñòîÿíèåðàâíîâåñèÿ q = 0 âñåãäà óñòîé÷èâî, âåðõíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ q = � áóäåòóñòîé÷èâûì, åñëè M( _�2(�)) = limT!1 1T TZ0 _�2(�)d� > gl:Ýòî ñëåäóåò èç àíàëèçà óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì îáóñðåäíåíèè.Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ èìåþò ôîðìó_q = " 1ml2p;_p = " h�mgl sin q � 2cmp� m2M( _�2(�)) sin 2qi :



24 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìÂ ìíîãî÷àñòîòíîì ñëó÷àå óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ áóäóò â îáùåì óðàâíåíèÿìèñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà äâå ÷àñòîòû !1 è !2 ñâÿçàíûñîîòíîøåíèåì !2 � !1 = "�; � > 0; � = O(1): (37)Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòûf(t) = " �a1 cos!1 t" + a2 cos!2 t"� = "� � t"� :Èç (37) ïîëó÷èì "�( t") = " �a1 cos!1 t" + a2 cos (!1 + "�) t"� : (38)Ââåäåì áûñòðîå âðåìÿ � ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû t = "� è îáîçíà÷èì øòðèõîìäèôôåðåíöèðîâàíèå ïî îòíîøåíèþ ê � . Òîãäà èç ñèñòåìû (36) ìû ïîëó÷èìñëåäóþùóþ ñèñòåìó â ñòàíäàðòíîé ôîðìåq0 = " � 1ml2p� 1l � 0(�) sin q�p0 = " ��mgl sin q � 2cmp+ �pl cos q + 2cl sin q� � 0(�)��m� 02(�) cos q sin qi : (39)Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (38), ìû ïîëó÷èì â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (39) ÷ëåíû,ñîäåðæàùèå áûñòðîå âðåìÿ � è ìåäëåííîå âðåìÿ "� . Óñðåäíèì ñèñòåìó (39) ïîáûñòðîìó âðåìåíè � . Ïîëó÷èì óñðåäíåííóþ ñèñòåìóq0 = " 1ml2p;p0 = " ��mgl sin q � 2cmp� m4 p(�) sin 2q� ; (40)ãäå p(�) = !21(a21 + a22 + 2a1a2 cos��). Óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà (40) ìîæåò áûòüçàïèñàíà â âèäå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííîé q. Ýòîóðàâíåíèå âî âðåìåíè t èìååò ôîðìó�q + 2cm _q + gl sin q + p(t)4l2 sin 2q = 0; (41)ãäå p(t) = �21(�21 + �22 + 2�1�2 cos�t). Èç òåîðåì 2.1.6 è 2.1.7 â [35] ñëåäóåò,÷òî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íèæíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ïðè



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 25äîñòàòî÷íî ìàëûõ " ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ �q + 2cm _q + 12l2 (2gl + p(t)) q = 0: (42)Äëÿ âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà ïîëó÷èì óðàâíåíèå�q + 2cm _q + 12l2 (�2gl + p(t)) q = 0: (43)Èç àíàëèçà óðàâíåíèÿ (43) ñëåäóåò, ÷òî äâèæåíèå ïîäâåñà ìàÿòíèêà ïî çàêîíó,îïðåäåëÿåìîìó ôîðìóëîé (38), ìîæåò ïðèâåñòè ê äåñòàáèòèçàöèè âåðõíåãîñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà, êîòîðîå áûëî áû óñòîé÷èâî, åñëè áû ÷àñòîòûíå áûëè áëèçêè. Áîãäàíîâ è Ñèòðîí [34] ïîêàçàëè ýêñïåðèìåòðàëüíî, ÷òîòàêèå äåñòàáèëèçàöèîííûå ýôôåêòû áûñòðûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé,ó êîòîðûõ ÷àñòîòû áëèçêè äðóã ê äðóãó, èìåþò ìåñòî.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àíàëèç óðàâíåíèÿ (42) ïîêàçûâàåò, ÷òî áëèçîñòü äâóõ÷àñòîò ìîæåò äåñòàáèëèçèðîâàòü íèæíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà.Ñëåäîâàòåëüíî, êîëåáàíèÿ ïîäâåñà ìàÿòíèêà ïîä äåéñòâèåì äâóõïåðèîäè÷åñêèõ ñèë ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè ìîãóò ïðèâåñòè ê íîâûì ýôôåêòàì âïîâåäåíèè ìàÿòíèêà.Ïóñòü òåïåðü âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (37) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå!2 � 2!1 = "�: (44)Ñîîòíîøåíèå (44) íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ìîæåò îêàçàòü âëèÿíèå íà óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèéðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà, åñëè ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè íå ðåøàåòñÿ â ïåðâîìïðèáëèæåíèè.Ïóñòü çàêîí äâèæåíèÿ ïîäâåñà âî âðåìåíè � îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé�(�) = a1 cos!1� + a2 cos!2� + a3 cos!3�è !1 � !2 = "�1; !1 � !3 = "�2:Òîãäà âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íìæíåãî è âåðõíåãî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿìàÿòíèêà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ " ñâîäèòñÿ ê èñëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòèíóëåâîãî ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé (42) è (43) ñîîòâåòñòâåííî. Íî òåïåðü p(t)áóäåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.



26 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìÏðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî!1 � !2 = "2� (� = const; � > 0) (45)è f(t) = " �a1 cos!1 t" + a2 cos(!1 + "2�) t"� = "� � t"� : (46)Ñíîâà ïåðåéäåì ê áûñòðîìó âðåìåíè � = t=" â ñèñòåìå (36). Ìû ïîëó÷èìñèñòåìó â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, êîòîðàÿ âî âðåìåíè �1 = "2� áóäåò ñèíãóëÿðíîâîçìóùåííîé ñèñòåìîé. Óñðåäíÿÿ ñèñòåìó (36) ïî áûñòðîìó âðåìåíè � . Ïîëó÷èìóñðåäíåííóþ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ ñèñòåìó âî âðåìåíè �1:"q0 = 1ml2p;"p0 = ��mgl sin q � 2cmp� m4 b(�1) sin 2q� ; (47)ãäå b(�1) = 12!21(a21 + a22) + a1a2!21 cos��1:Âûðîæäåííàÿ ñèñòåìà (ìû ïîëàãàåì " = 0 â (47))1ml2p = 0;�mgl sin q � 2cmp� m4 b(�1) sin 2q = 0èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ:1) q1 � 0; p1 � 0; 2) q2 � �; p2 � 0;3; 4) q3;4 = � arccos� �glb(�1)� ; p3;4 � 0:Äâà ïîñëåäíèõ ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò, åñëè òîëüêî óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåðàâåíñòâîinf�1<�1<1 b(�1) > gl: (48)Ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òîinf�1<�1<1 b(�1) = � 12!22(a1 � a2)2; a1a2 > 0;12!22(a1 + a2)2; a1a2 < 0;sup�1<�1<1 b(�1) = � 12!22(a1 + a2)2; a1a2 > 0;12!22(a1 � a2)2; a1a2 < 0;



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 27Ëèíåàðèçóåì óñðåäíåííóþ ñèñòåìó íà ñîñòîÿíèÿõ ðàâíîâåñèÿ 1), 2)âûðîæäåííîé ñèñòåìû. Ïîëó÷èì ñèñòåìû"q01 = 1ml2p1;"p01 = ��mglq1 � 2cmp1 � m2 b(�1)q1� ;è "q02 = 1ml2p2;"p02 = ��mglq2 � 2cmp2 + m2 b(�1)q2�ñîîòâåòñòâåííî. Èç àíàëèçà ýòèõ ñèñòåì è òåîðåìû 2.8.1 â [35] ñëåäóåò, ÷òî ïðèäîñòàòî÷íî ìàëûõ " íèæíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî. Âåðõíåå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëèinf�1<�1<1 b(�1) > glè íåóñòîé÷èâî, åñëè sup�1<�1<1 b(�1) < gl:Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí Óõàëîâûì (ñì. [27]).9. Ñèñòåìà ìàÿòíèê-øàéáà ñ âèáðèðóþùèì îñíîâàíèåì(ìàÿòíèê ×åëîìåÿ)Ïîä ìàÿòíèêîì ×åëîìåÿ (ñì. [29]) ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èçñòåðæíÿ, êîòîðûé ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã îïðåäåëåííîé îñè (�îñèïîäâåñà"), è òâåðäîãî òåëà (�øàéáû"), êîòîðàÿ ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëüñòåðæíÿ.Â.Í. ×åëîìååì [29] áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåíî, ÷òî âñëåäñòâèåâåðòèêàëüíîé âèáðàöèè îñè ïîäâåñà óñòîé÷èâûì ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõîêàçûâàåòñÿ âåðõíåå ïîëîæåíèå ñòåðæíÿ. Ïðè ýòîì øàéáà çàíèìàåò íàñòåðæíå íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæåíèå. Ñòàòüÿ ×åëîìåÿ ïðèâëåêëàâíèìàíèå. È ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî ñòàòåé, â êîòîðûõ èññëåäîâàëàñü ýòàñèñòåìà. Ìåíÿéëîâ è Ìîâ÷àí [23] èçó÷èëè ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà ×åëîìåÿ ñïîìîùüþ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ. Îíè ïðåäïîëîãàëè, ÷òî îñü ïîäâåñà ñîâåðøàåò êàêãîðèçîíòàëüíûå, òàê è âåðòèêàëüíûå âèáðàöèè. Áëåõìàí è Ìàëàõîâà [4] ïðèòåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàññìîòðåëè ïîâåäåíèå øàéáû íà àáñîëþòíî æåñòêîìñòåðæíå, à òàêæå íà óïðóãîì ñòåðæíå, âèáðèðóþùèì çàäàííûì îáðàçîì âðåæèìå ñòîÿ÷åé âîëíû. Ðàãóëüñêèñ è Íàãÿíàâè÷þñ [27] òàêæå èçó÷àëè ïîâåäåíèå
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Ðèñ. 2: Ìàÿòíèê ×åëîìåÿ.øàéáû íà âèáðèðóþùåì óïðóãîì ñòåðæíå. Êèðãåòîâ [18] ïîëó÷èë óñëîâèÿóñòîé÷èâîñòè øàéáû â âåðõíåì ïîëîæåíèè ñòåðæíÿ äðóãèì àíàëèòè÷åñêèììåòîäîì. Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñòàáèëèçàöèÿâåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ãîðèçîíòàëüíîéñîñòàâëÿþùåé âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà. Â ðàáîòå Òîìñåíà è ×åðíÿêà [61]ïðåäïðèíÿòà íîâàÿ ïîïûòêà îáúÿñíèòü ýêñïåðèìåíòû ×åëîìåÿ. Îíè ïîêàçàëè,÷òî íåáîëüøîé äåôåêò íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè, òàêîé êàê íåáîëüøîå îòêëîíåíèåîò òî÷íîãî âåðòèêàëüíîãî âîçáóæäåíèÿ, ìîæåò îáåñïå÷èòü ìåõàíèçì äëÿïîÿâëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âèáðàöèé ãèáêîãî ñòåðæíÿ. Â ðàáîòå ÀñòàøåâàÂ.Ê, Áàáèöêîãî Â.È., Âåïðèêà À.Ì. è Â.Ë. Êðóïåíèíà [1] ðàññìîòðåíîïîâåäåíèå øàéáû íà ñòðóíå è óïðóãîì ñòåðæíå ïðè âîçáóæäåíèè èõ êîëåáàíèéçàäàííîé ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêîé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîäâèæíóþ øàéáó ìîæíîèñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ãàñèòåëÿ êîëåáàíèé. Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî òàêæåïðîâåðåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàÿòíèêà ×åëîìåÿ ìû ïðèìåíèì òîò æå ìåòîä, êîòîðûéèñïîëüçîâàëñÿ ïðè èçó÷åíèè ïðîñòîãî ìàÿòíèêà.Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê â âèäå øàðíèðíî çàêðåïëåííîãî çàîäèí êîíåö íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ìàññû M , ñîâåðøàþùåãî äâèæåíèÿ ââåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè âîêðóã òî÷êè ïîäâåñà. Ïóñòü íà ñòåðæåíü íàäåòàøàéáà ìàññû m, âíóòðåííèé äèàìåòð êîòîðîé ðàâåí òîëùèíå ñòåðæíÿ èêîòîðàÿ ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü íåãî. Òî÷êà ïîäâåñà ìàÿòíèêà ñîâåðøàåòïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé, èìåþùèå âåðòèêàëüíóþ èãîðèçîíòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îïèñûâàåìîé ñèñòåìû



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 29èìååò âèä (ñì. [23]).(I0 + I1 +mx2) �'+ 2mx _x _'+ k1 _'� (ML+mx)(g + �f1(t)) sin'+(ML+mx) �f2(t) cos' = 0;�x� x _'2 + k2 _x+ (g + �f1(t)) cos'+ �f2(t) sin' = 0: (49)Çäåñü òî÷êà îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî îòíîøåíèþ êî âðåìåíè t, I0 -ìîìåíò èíåðöèè ñòåðæíÿ áåç øàéáû îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, I1 + mx2 -ìîìåíò èíåðöèè øàéáû, I1 - ñîáñòâåííûé ìîìåíò èíåðöèè øàéáû, x - òåêóùàÿêîîðäèíàòà øàéáû, îòñ÷èòûâàåìàÿ âäîëü ñòåðæíÿ, ' - òåêóùèé óãîë ïîâîðîòàñòåðæíÿ ïðè êîëåáàíèÿõ, îòñ÷èòûâàåìûé îò âåðòèêàëè, L - ðàññòîÿíèå îòöåíòðà ìàññû ñòåðæíÿ äî òî÷êè ïîäâåñà, g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ,k1 _' - ìîìåíò òðåíèÿ, ñîçäàâàåìûé äâèæåíèåì âñåé ñèñòåìû, k1 _x - ñèëà òðåíèÿøàéáû î ñòåðæåíü, f1(t) - âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà,f2(t) - ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà, Ïîêà íå áóäåìóòî÷íÿòü âèä ôóíêöèé f1(t); f2(t). Ïîëîæèì p(x) = I0 + I1 + mx2; r(x) =ML + mx è ïåðåéäåì îò ñèñòåìû (49) ê ñèñòåìå ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ïåðâîãîïîðÿäêà. Ñäåëàåì çàìåíó_' =  p(x) + r(x)p(x) [ _f1(t) sin'� _f2(t) cos'];_x = � � _f1(t) cos'� _f2 sin': (50)Çàìåíà (50) ââîäèò äâå íîâûå ïåðåìåííûå  è � è ÿâëÿåòñÿ ïî ñóùåñòâó çàìåíîé,êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü çàïèñàòü ñèñòåìó (49) â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå. Â ñèëóïåðâîé èç ôîðìóë (50)ddt(p(x) _') = p(x) �'+ 2mx _x _' = ddt( + r(x) _f1(t) sin'� r(x) _f2(t) cos'):Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (49) è ó÷èòûâàÿâòîðóþ ôîðìóëó çàìåíû (50), ïîëó÷èì_ = � k1 p(x) � h�m� + k1r(x)p(x) � sin'+ r(x) p(x) cos'i _f1(t)� h��m� + k1r(x)p(x) � cos'+r(x) p(x) sin'i _f2(t) + �m� r2(x)p(x) � h _f 21 (t) sin' cos'� _f 22 (t) sin' cos'�_f1(t) _f2(t) cos 2'i+ r(x)g sin':



30 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìÏîäñòàâëÿÿ âòîðóþ ôîðìóëó çàìåíû (50) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (49),ïîëó÷èì_� = �k2� � h  p(x) �1� 2xr(x)p(x) � sin'� k2 cos'i _f1(t)� h�  p(x) �1� 2xr(x)p(x) � cos'�k2 sin'] _f2(t)� r(x)p(x) �1� xr(x)p(x) � [ _f 21 (t) sin2 '+ f 22 (t) cos2'�� _f1(t) _f2(t) sin 2']� g cos'+ x  2p2(x) :Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ÷åòûðåõ óðàâíåíèé_' =  p(x) + r(x)p(x) [ _f1(t) sin'� _f2(t) cos'];_ = � k1 p(x) � h�m� + k1r(x)p(x) � sin'+ r(x) p(x) cos'i _f1(t)� h��m� + k1r(x)p(x) � cos'+r(x) p(x) sin'i _f2(t) + �m� r2(x)p(x) � h _f 21 (t) sin' cos'� _f 22 (t) sin' cos'�_f1(t) _f2(t) cos 2'i+ r(x)g sin':_x = � � _f1(t) cos'� _f2 sin'_� = �k2� � h  p(x) �1� 2xr(x)p(x) � sin'� k2 cos'i _f1(t)� h�  p(x) �1� 2xr(x)p(x) � cos _'��k2 sin'] _f2(t)� r(x)p(x) �1� xr(x)p(x) � [ _f 21 (t) sin2'+ f 22 (t) cos2 '�� _f1(t) _f2(t) sin 2']� g cos'+ x  2p2(x) : (51)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè f1(t); f2(t) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìèf1(t) = NXk=1 �k cos �kt+ �k sin �kt; f2(t) = NXk=1 
k cos �kt+ Æk sin �kt;ãäå �k; �k; 
k; Æk; �k (k = 1; : : : ; N) - âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Äàëåå, áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî àìïëèòóäû �k; �k; 
k; Æk äîñòàòî÷íî ìàëû, à ÷àñòîòû�k äîñòàòîñíî âåëèêè â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ñóùåñòâóåò òàêîé ìàëûéïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð ", ÷òî�k = "ak; �k = "bk; 
k = "ck; Æk = "dk; �k = !k" ;ãäå ak; bk; ck; dk; !k (k = 1; : : : ; N) - âåëè÷èíû ïîðÿäêà O(1) îòíîñèòåëüíî ".Òîãäà ôóíêöèè f1(t); f2(t) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåf1(t) = "PNk=1 ak cos!k t" + bk sin! t" = "g1( t");f2(t) = "PNk=1 dk cos!k t" + dk sin! t" = "g2( t"):



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 31Ïåðåéäåì â ñèñòåìå (51) ê áûñòðîìó âðåìåíè � ïî ôîðìóëå "� = t è îáîçíà÷èìäèôôåðåíöèðîâàíèå ïî � øòðèõîì. Ïîëó÷èì ñèñòåìó'0 = " h  p(x) + r(x)p(x) (g01(�) sin'� g02(�) cos')i ; 0 = "n� k1 p(x) � h�m� + k1r(x)p(x) � sin'+ r(x) p(x) cos'i g01(�)�� h��m� + k1r(x)p(x) � cos'+ r(x) p(x) sin'i g02(�) + �m� r2(x)p(x) � �g021 (�) sin' cos'��g022 (�) sin' cos'��g01(�)g02(�) cos 2'�+ r(x)g sin'	 ;x0 = "[� � g01(�) cos'� g02(�) sin'];�0 = "n�k2� � h  p(x) �1� 2xr(x)p(x) � sin'� k2 cos'i g01(�)�� h�  p(x) �1� 2xr(x)p(x) � cos'� k2 sin'i g02(�)��r(x)p(x) �1� xr(x)p(x) � [g021 (�) sin2'+ g022 (�) cos2'� g01(�)g02(�) sin 2']��g cos'+ x  2p2(x)o : (52)Ñèñòåìà (52) èìååò ñòàíäàðòíóþ ôîðìó. Óñðåäíèì åå è ñîõðàíèì òå æåîáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷èì ñèñòåìó'0 = "  p(x) ; 0 = "n� k1 p(x) + P (x; ')o ;x0 = "�;�0 = " f�k2� �Q(x; ')g ; (53)ãäåP (x; ') = �m� r2(x)p(x) � [(hg021 (�)i � hg022 (�)i) sin' cos'� hg01(�)g02(�)i cos 2']+r(x)g sin';Q(x; ') = r(x)p(x) �1� xr(x)p(x) � [hg021 (�)i sin2'+ hg022 (�)i cos2 '� hg01(�)g02(�)i sin 2']+g cos';à hg(�)i - ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè g(�). Îòìåòèì, ÷òî óñðåäíåííóþ ñèñòåìó(53) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêàp(x)'00 + 2mxx0'0 + "k1'0 � "2P (x; ') = 0;x00 � x'02 + "k2x0 + "2Q(x; ') = 0: (54)



32 Ìàÿòíèêîâûå ñèñòåìû ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîìÑîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ óñðåäíåííîé ñèñòåìû (54) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìûóðàâíåíèé P (x; ') = 0; Q(x; ') = 0: (55)Ñèñòåìà (55) èìååò ìíîãî ðåøåíèé. Èññëåäóåì, êîãäà ñóùåñòâóåò è óñòîé÷èâîðåøåíèå ' = 0, ò.å. óñòîé÷èâî âåðõíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà. Èçïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (55) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ' = 0íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâàhg01(�)g02(�)i = 0:Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (55) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ' = 0 íåîáõîäèìî hg022 (�)i 6= 0:Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà èìååò ñîñòîÿíèåðàâíîâåñèÿ ' = 0, åñëè îòëè÷íà îò íóëÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿâèáðàöèé ïîäâåñà ìàÿòíèêà.Íàéäåì òåïåðü òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x = x0 óñðåäíåííîé ñèñòåìû, ÷òîx = x0; ' = 0 óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ñèñòåìû (55). Îòìåòèì, ÷òîP'(x0; 0) = Qx(x0; 0) = 0:Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåàðèçîâàííîé íà ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ(x0; 0) ñèñòåìû (55) èìååò âèä��2 + k1p(x)�� P'(x0; 0)p(x) � (�2 + k2��Qx(x0; 0)) = 0:Ïîýòîìó óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (x0; 0) èìåþò âèäP'(x0; 0) < 0; Qx(x0; 0) < 0:Âûïèøåì óðàâíåíèå äëÿ îòûñêàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = x0 ïðè ' = 0.Ýòî óðàâíåíèÿ �r(x)p(x) �1� xr(x)p(x) � hg022 (�)i = g: (56)Óðàâíåíèå (56) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì(ML+mx)(MLx� I)(I +mx2)2) hg022 (�)i = g; (57)



ìàÿòíèê ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîäâåñîì 33ãäå I = I0 + I1. Íàêîíåö, åñëè ïîëîæèòü� = MLxI ; � = mIM2L2 ; � = MLhg022 (�)igI ;òî óðàâíåíèå (57) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå�(�) = (1 + ��)(� � 1)(1 + ��2)2 = 1�: (58)Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû �(ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíû hg022 (�)i) óðàâíåíèå (58)ìîæåò èìåòü îäíî ðåøåíèå, äâà ðåøåíèÿ èëè âîâñå íå èìåòü ðåøåíèé. Çàìåòèìåùå, ÷òî èç (58) ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî� > 1: (59)Òî÷êà ýêñòðåìóìà � = �� ôóíêöèè �(�) ïðè ôèêñèðîâàííîìî � îïðåäåëÿåòñÿèç óðàâíåíèÿ �2�2(3� 2�)� �(3�2 � 6� + 1) + 1 = 0; (60)ïðè÷åì, ñëåäóåò ó÷åñòü (59). Óðàâíåíèå (60) îòíîñèòåëüíî � íå èìååò ðåøåíèé,åñëè � < 3=2, è èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå îòíîñèòåëüíî � ðåøåíèå,åñëè � > 3=2. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî1� < ��;òî óðàâíåíèå (58) èìååò äâà ðåøåíèÿ �1; �2. Ïðè ýòîì�0(�1) > 0; �0(�2) < 0:Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Q(�; 0) = �(�)� 1�;ïîëó÷àåì Q�(�1) > 0; Q�(�2) < 0:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (x01; 0), ãäå x01 = I�1ML íåóñòîé÷èâî.Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (x02; 0)), ãäå x02 = I�2ML, óñòîé÷èâî åñëè âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâîP'(x02; 0) = �M2L2 + 2MLx02 �mII +mx202 (hg021 (�)i � hg022 (�)i) + (ML+mx02)g < 0:
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