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УДК 620.179.16 

 
О СТРУКТУРЕ ВОЛНОВОГО ПОЛЯ В СЛОЕ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 

ПЕРИОДИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ 
 

Н.В. Клюева 
 

В работе проводится исследование структуры волнового поля, возни-
кающего при действии периодической нагрузки на поверхность упругого слоя 
на жестком основании. Рассмотрены вопросы выделения модовых составляю-
щих в интерференционном волновом поле. 

 
1. Введение. 
 В прикладных исследованиях часто важен не столько расчет смещений от воздей-

ствия периодической нагрузки, сколько выяснение структуры волнового поля (из каких 
мод формируется волновое поле, какие моды являются доминирующими, дисперсионные 
характеристики, возбуждаемые распространяющиеся и затухающие моды, амплитудно-
частотные характеристики, распределение энергии по формам колебаний и т. д.). Так, в 
задачах, связанных с виброгашением, желательно знать какая мода несет наибольшую 
энергию при определенных предположениях относительно источника вибраций. Виброа-
кустический контроль нередко приходится осуществлять, когда возможно возбуждение 
сразу нескольких форм распространяющихся колебаний. В подобных случаях нужна хотя 
бы уверенность, что возбуждается та форма, на которой ведется диагностика, и её ампли-
туда не мала в сравнении с остальными.  

Среди огромного количества литературы о вынужденных колебаниях следует от-
метить классическую работу Лэмба [1], наиболее важные работы, связанные с получением 
фундаментального решения (метод Каньяра–де Хупа, преобразование Радона и др. [2-4]), 
и некоторые монографии (Бабешко В.А. и соавт., Ewing W.M. и соавт., Ahenbach J.D., Aki 
K., Richards P.G., Бреховских Л.М., Петрашень Г.И. и соавт. [5-14]). Определенный инте-
рес представляют работы по контактным задачам [15]. Нельзя обойти вниманием важные 
работы по упругим волнам от источника, которые традиционно относят к сейсмологии 
[20, 21]. Вместе с тем остается недостаточно исследованной модовая структура волновых 
полей и распределение энергии по формам колебаний. Здесь можно отметить работы по 
распределению энергии для волн от источника на поверхности упругого полупространст-
ва (Miller G.F., Pursey H, С.Я.Когана, Конюховой И.Д., Ю.М.Заславского, А.В.Разина, Е. 
В. Глушкова, Г.А. Максимова и др. [28-29]). В работах А.В. Белоконя и А.В. Наседкина 
[30] рассматривались вопросы, связанные с распространением потока энергии в однород-
ном акустическом и упругом слоях, жестко защемленных по границе. Мало исследован-
ными остаются амплитудно-частотные характеристики. Практически без внимания оста-
лись случаи, когда свойства поверхностного слоя грунта значительно отличаются от вяз-
ко-упругих, принимаемых в традиционных моделях типа Фойхта-Зинера, например, в 
случае пористого водонасыщенного грунта. До самого последнего времени исследование 
волновых процессов в средах из материалов с отмеченными выше свойствами ограничи-
валось самыми простыми случаями: плоская гармоническая волна в безграничной среде, 
поверхностная гармоническая волна на границе полупространства или низшая мода в 
простом объекте (стержене, пластине).  
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2. Постановка задачи. 

Рассмотрим упругий слой, покоящийся на жестком основании при воздействии на 
свободную поверхность периодической нагрузки (рис. 1). Разложим силу, действующую 
на поверхность слоя на касательную и нормальную составляющие. Будем рассматривать 
волновое поле, созданное распространяющимися волнами, в зоне, где пренебрежимо ма-
ло влияние неоднородных затухающих волн. Уравнения движения изотропной упругой 
среды имеют вид:  
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где u  – вектор перемещений,  /,/)2( sp cc  – скорости продольных и 

сдвиговых волн, соответственно, ,  – модули упругости Ламе,   – плотность. 
На поверхностях слоя (z= 0 и z= h) вне области действия периодической нагрузки 

должны выполняться условия отсутствия напряжений на свободной поверхности и не-
прерывности нормальных перемещений на границе с основанием. 
Для тангенциальной составляющей:  
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для нормальной составляющей:  
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где )(x  – функция, описывающая распределение касательных напряжений.  
В случае точечной нагрузки )()( xx  P , где )(x  – дельта-функция;  в случае равно-
мерно распределенной по кругу радиуса a  касательной нагрузки 

)/()()( 2araPH  x , )(rH  – функция Хевисайда, 22 yxr  . 

 
Рис. 1 

 
3.  Тангенциальная нагрузка.  

Исследуем структуру волнового поля, возбуждаемого тангенциальной периодиче-
ской силой, приложенной к поверхности слоя, лежащего на жестком основании в дальней 
зоне (рис. 1). О вычислении волнового поля достаточно подробно рассказано в опубли-
кованной работе [31]. (В случае слоя на жестком основании использовались методы кон-
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турного интегрирования с суммированием вычетов в полюсах, лежащих на действитель-
ной оси (если рассматривалось поле в дальней зоне) и в ряде случаев (когда нельзя было 
пренебречь влиянием неоднородных волн) учитывались полюса, отстоящие от действи-
тельной оси).  

Представим вектор перемещений u  через скалярные потенциалы 
)(ψu rot  ,                                                    (3) 

которые в силу (1) должны удовлетворять волновым уравнениям 
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  – оператор Лапласа, остальные обозначения стандартные) и, в 

случае точечной нагрузки, следующим граничным условиям:  
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Сделаем преобразование Фурье по пространственным переменным x и у 
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Далее будем искать решение уравнений в пространстве Фурье-образов в форме 
3,2,1,)(~,)(~
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где 222  pc , 222  sc . 

Нетрудно показать, что 
0),2,1(,0,0 3  CnDG n , 

Удобно перейти к безразмерным переменным 
 /,/,/,/,/,/ 22 PPhhhtcthrrhzz s  

(далее штрихи опускаем), тогда система для искомых неизвестных может быть записана в 
виде 
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Решение системы (7) позволяет получить выражения для перемещений  

,
S

]4)2)(2[(

S
2

4

212

2
2

2
2

222

2

2
2

2
1

2

21 dkdkezch
sh

chshkchshkk

zch
sh

kzchchkePu

yikxik

ti
x



































  

  (8) 

,
S

]2)2[(2

S
2

4

212

22
21

2
2121

2

21 dkdkezch
sh

chshchshkkk

zch
sh

kkzchchkkePu

yikxik

ti
y
































 


  

  

,
S

)2(

S
2

4

21

22
1

1
2

21 dkdkezshchkk

zshchkeiPu

yikxik

ti
z

























 


  

 

где  shchkchshk 2222 4)2(S . 
Для описания волнового поля в дальней зоне 1r  удобнее использовать цилинд-

рическую систему координат Ozr . Радиальные ru  и азимутальные u  перемещения 
выражаются через xu , yu  по формулам 
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Чтобы избавиться от двойных интегралов, сделаем замену переменных интегрирования  
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где 2,1, lj ;  cos)(1z ,  sin)(2z , jl  – символ Кронекера. Причем в дальней 



Вестник научно-технического развития                                                Национальная Технологическая  Группа 
www.vntr.ru                                                            № 12 (16), 2008 г.                                                  www.ntgcom.com 

Вестник научно-технического развития                                                Национальная Технологическая  Группа 
www.vntr.ru                                                               № 12 (16), 2008 г.                                               www.ntgcom.com 

Н.В. Клюева 
 

- 24 - 

зоне можно пользоваться приближенной формулой 
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После преобразований выражения для нормальных, радиальных и азимутальных переме-
щений приводятся к виду 
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Выразим функции Бесселя )(krJ j  через функции Ганкеля 
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1 kzHkzHkzJ j

j
jj    ( 1,0j ) и сделаем   нижним пределом 

интегрирования. Для вычисления интегралов (13) используем метод контурного интегри-
рования. Далее будем рассматривать k  как комплексную переменную ir ikkk  . Стан-
дартным образом проведем разрезы из точек ветвления и возьмем тот лист римановой 
поверхности, где 0Re,0Re  . Образуем замкнутый контур присоединением к 
вещественной оси полуокружности большого радиуса, которую, исходя из условий излу-
чения, проведем в верхней полуплоскости. Функции под знаком интегралов имеют осо-
бенности в точках на комплексной плоскости и в том числе в точках на вещественной 
оси. Способ обхода полюсов на вещественной оси определяется условиями излучения, с 
учетом того, что иногда групповые скорости некоторых мод в определенных частотных 
пределах принимают отрицательные значения – возникает “обратная волна” [3-6]. Доста-
точно далеко от источника основной вклад в волновое поле будут вносить распростра-
няющиеся моды (т.е. моды у которых волновое число является вещественным), что по-
зволяет, основываясь на формуле для вычисления вычетов в полюсах первого порядка 
(полюса второго порядка могут появится только при определенных значениях коэффици-
ента Пуассона  ), записать 
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где )(N  – число распространяющихся мод, возбуждаемых на данной частоте; 
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nk  – волновое число (вещественное) n-ной симметричной моды, удовлетворяющее дис-
персионному уравнению 0),( nkS . 

На рис. 2 представлены зависимости функций )1,()()( 2  nnnn zgkA  (см. (10)) от 
частоты   при 3.0  для первых пяти мод. Вертикальные перемещения, в основном, 
обусловлены низшей модой. Но если учесть конечность размеров площадки, к которой 
приложена тангенциальная нагрузка, то преобладания вклада низшей моды в поверхност-
ные перемещения на всех частотах уже не будет (рис.3). В случае равномерно распреде-
ленной по круговой площадке радиуса ha /  периодической нагрузки выражение для нор-
мальных перемещений поверхности слоя имеет вид 

)()(cos),( )1(
1

)(

0
rkHAeiPru n

N

n

a
n

ti
z 





                                 (11) 

где  )()1,()(2)( 1
1

1   ahkJgkahA nnnn
a
n z . 

 



Вестник научно-технического развития                                                Национальная Технологическая  Группа 
www.vntr.ru                                                            № 12 (16), 2008 г.                                                  www.ntgcom.com 

Вестник научно-технического развития                                                Национальная Технологическая  Группа 
www.vntr.ru                                                               № 12 (16), 2008 г.                                               www.ntgcom.com 

Н.В. Клюева 
 

- 26 - 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

2 4 6 8 10 12 14 16 18

An

A1

A2

A3

A4 A5



A0

  
Рис. 2. Вертикальные перемещения поверхности слоя  
(случай сосредоточенной тангенциальной нагрузки). 
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Рис. 3. Вертикальные перемещения поверхности слоя (случай тангенциальной 

нагрузки, распределенной по площадке радиуса a/h=0.5,v=0.3). 
 
В отличие от низшей моды (рис. 4), у которой с ростом частоты достаточно быст-

ро происходит концентрация энергии близи поверхности, у мод с более высокими номе-
рами подобной локализации энергии не происходит. Распределения перемещений по z  
для мод с номером 1n  представляют осциллирующие функции, число осцилляций рас-
тет с ростом n  (рис. 5). На определенных частотах амплитуда перемещений частиц внут-
ри слоя может иметь значения большие, чем на поверхности.  
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Рис. 4.  Структура вертикальных перемещений по толщине слоя 

 для низшей моды для некоторых частот.  
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Рис. 5. Структура вертикальных перемещений по толщине слоя 

 для моды с n = 6 для некоторых частот.  
 

Приведем выражение для энергии, переносимой m-ной симметричной модой от со-
средоточенного источника касательной нагрузки 
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Рис. 6. Распределении мощности между различными излучаемыми модами  
           для случая сосредоточенного источника тангенциальной нагрузки;  

коэффициент Пуассона v = 0.3 
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Рис. 7. Распределении мощности между различными излучаемыми модами  

для тангенциальной нагрузки, равномерно распределенной 
по площадке a/h=0.5, 3.0 . 

 
4. Нормальная нагрузка.  

При воздействии чисто периодической нагрузки в упругих волноводах в общем 
случае возникает сложное волновое поле из суммы симметричных и антисимметричных 
мод. Даже в тех редких случаях, когда возбуждаются только формы колебаний одного 
типа, допустим, симметричные (продольные), то и тогда помимо низшей симметричной 
моды (n = 0) может существовать набор высших нормальных мод n > 1 (собственных 
функций, отвечающих вещественным полюсам соответствующего фундаментального ре-
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шения (функции Грина)), каждая из которых в определенном частотном диапазоне играет 
существенную роль в переносе энергии по волноводу. Для каждой моды характерен свой 
спектр нормальных и тангенциальных поверхностных смещений. Перемещения в дальней 
зоне в случае нормальной периодической нагрузки имеют вид: 
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Рис. 8. Вертикальные перемещения поверхности слоя  

(случай сосредоточенной нормальной нагрузки). 
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Рис. 9.  Распределение мощности между различными излучаемыми модами  

для случая сосредоточенного источника нормальной нагрузки; 
 коэффициент Пуассона v = 0.3 

 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

En



E0

E1

E2

E3

E4

 
Рис. 10. Распределении мощности между различными излучаемыми модами  

для нормальной нагрузки, равномерно распределенной по площадке a/h=0.5, 3.0 . 
 
5. H/V отношение  
 

Для разделения модовых составляющих может быть очень полезной знание отно-
шения амплитуды горизонтальной компоненты смещения к вертикальной. Это отноше-
ние назовем H/V отношением. Для отношения амплитуд указанных компонент справед-
ливо выражение: 
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Для каждой моды это H/V отношение является характерной функцией частоты и далее 



Вестник научно-технического развития                                                Национальная Технологическая  Группа 
www.vntr.ru                                                            № 12 (16), 2008 г.                                                  www.ntgcom.com 

Вестник научно-технического развития                                                Национальная Технологическая  Группа 
www.vntr.ru                                                               № 12 (16), 2008 г.                                               www.ntgcom.com 

Н.В. Клюева 
 

- 31 - 

будет обозначаться )(n , где n – номер моды (рис. 11). Для низшей моды 0s  функция 
)(0   стремится при   к отношению, характерному для рэлеевской волны: 
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Рис. 11. Зависимость отношения амплитуды горизонтальной компоненты смещения  

к вертикальной от частоты (случай нормальной нагрузки). 
 
Заключение. Проведен расчет амплитудно- частотных характеристик и энергобаланса 
волн (распределения мощности источника между модами)при воздействии осциллирую-
щей нагрузки на поверхность слоя. Детально проанализирован спектр поверхностных  
смещений и его изменения в зависимости от коэффициента Пуассона материала. 
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