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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèé äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ óñðåäíÿþùèå çàìåíû ïåðåìåííûõ. Êðîìå
òîãî, ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèêè ñóùåñòâåííàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ ðàçíîñòíîìó àíàëîãó
òåîðåìû Ëåâèíñîíà.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

x(n + 2)− 2x(n + 1) +

(
1 +

1

nα
p(n)

)
x(n) = 0, n = 1, 2, . . . . (1)

Çäåñü ïàðàìåòð 0 < α ≤ 1, à äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ p(n) ÿâëÿåòñÿ èëè ïåðèîäè÷åñêîé,
èëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí âèäà

p(n) =
m∑

j=1

pje
iλjn,

ãäå pj � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à λj � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ôóíêöèÿ p(n) èìååò íóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå, ò.å.

M
(
p(n)

)
= lim

N→+∞
1

N

N∑
j=1

p(j) = 0.

Èññëåäóåì âîïðîñ î ïîâåäåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè n →∞.
Óðàâíåíèå (1) çàïèøåì êàê ñèñòåìó

x(n + 1)− x(n) = y(n)
y(n + 1)− y(n) = −n−αx(n).

Ïóñòü Y0(n) =

(
x(n)
y(n)

)
è ∆Y0(n) = Y0(n + 1)− Y0(n). Òîãäà

∆Y0 =

(
0 1

−n−αp(n) 0

)
Y0.

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå
Y0 =

(
1 0

φ(n) 1

)
Y1,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà
âûñøåé øêîëû¿ (ïðîåêòû ÐÍÏ.2.2.2.3.16065 è ÐÍÏ.2.1.1.630), à òàêæå Àìåðèêàíñêîãî ôîíäà
ãðàæäàíñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàçâèòèÿ (CRDF).
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ãäå

φ(n) =
∞∑

k=n

k−αp(k). (2)

Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó

∆Y1 =

(
φ(n) 1

−φ(n)φ(n + 1) −φ(n + 1)

)
Y1. (3)

Ïåðèîäè÷åñêóþ èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ p1(n) ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì
îïðåäåëèì èç óðàâíåíèÿ

p1(n + 1)− p1(n) = p(n).

Ïðèìåíèâ äâàæäû äèñêðåòíûé àíàëîã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ)
ê ñóììå (2), ïîëó÷èì

φ(n) = −p1(n)(n− 1)−α + O
(
n−1−α

)
.

Òîãäà
φ(n)φ(n + 1) = p1(n)p1(n + 1)(n− 1)−αn−α + O

(
n−2α−1

)
.

Òåïåðü ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå (3)

Y1(n) =

(
n

α
2 0

0 n−
α
2

)
Y (n).

Ïðèõîäèì ê ñèñòåìå
(

(n + 1)
α
2 0

0 (n + 1)−
α
2

)
∆Y (n) +

(
∆(n

α
2 ) 0

0 ∆(n−
α
2 )

)
Y (n) =

=

(
φ(n) 1

−φ(n)φ(n + 1) −φ(n + 1)

)(
n

α
2 0

0 n−
α
2

)
Y (n)

èëè

∆Y (n) =

(
(n + 1)−

α
2 n

α
2 φ(n) (n + 1)−

α
2 n−

α
2

−(n + 1)
α
2 n

α
2 φ(n)φ(n + 1) −(n + 1)

α
2 n−

α
2 φ(n + 1)

)
Y (n)−

−
(

1− (n + 1)−
α
2 n

α
2 0

0 1− (n + 1)
α
2 n−

α
2

)
Y (n).

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ ñèñòåìó âûðàæåíèÿ äëÿ φ(n) è φ(n)φ(n+1) è âûïîëíÿÿ íåêîòîðûå
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñèñòåìó

Y (n + 1) =
[
I + n−αA1(n) + n−1B + R(n)

]
Y (n), (4)

ãäå
A1(n) =

( −p1(n) 1
−p1(n)p1(n + 1) p1(n + 1)

)
, B =

(−α
2

0
0 α

2

)

è R(n) = O
(
n−1−α

)
.

Ñèñòåìà (4) îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñèñòåì ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ êîëåáàòåëüíî
óáûâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ïîäîáíîãî
ðîäà ñèñòåì ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äèñêðåòíûå àíàëîãè óñðåäíÿþùèõ çàìåí ïåðåìåííûõ.
Ïðèìåíèòåëüíî ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ýòà ìåòîäèêà ïîäðîáíî îïèñàíà â ðàáîòàõ
[1, 4]. Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì
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ñèìâîëîì N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à ñèìâîëîì C � ìíîæåñòâî âñåõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äàëåå, ïóñòü f(t): N→ C, òîãäà ìû ïèøåì, ÷òî f(t) ∈ `1, åñëè

∞∑

k=1

|f(k)| < ∞.

Åñëè æå R(t) � ìàòðèöà ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðîâ è t ∈ N, òî çàïèñü R(t) ∈ `1 îçíà÷àåò,
÷òî f(t) = ‖R(t)‖ ∈ `1, ãäå ‖ · ‖ � íåêîòîðàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà.

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ êîëåáàòåëüíî
óáûâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè:

x(t + 1) =
(
A0 +

n∑
i=1

Ai(t)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2(t)vi1(t)vi2(t) + . . . +

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t) + R(t)
)
x(t). (5)

Çäåñü A0, Ai1... il(t), R(t) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû, v1(t), . . . , vn(t) � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè,
x(t) ∈ Cm è t ∈ N.

Ïóñòü
1. A0 � ïîñòîÿííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïåêòðû ìàòðèö A0 è (−A0) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
2. v1(t) → 0, v2(t) → 0, . . . , vn(t) → 0 ïðè t →∞.
3. ∆v1(t), ∆v2(t), . . . , ∆vn(t) ∈ `1.
4. Ïðîèçâåäåíèå vi1(t)vi2(t) . . . vik+1

(t) ∈ `1 äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ
1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik+1 ≤ n.

5. Ìàòðèöû Ai1... il(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó Σ.
6. Ìàòðèöà R(t) ∈ `1.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî ìàòðèöà A(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó Σ, åñëè åå ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà A(t) ∈ Σ è M[A(t)] = 0, ìû áóäåì
ïèñàòü A(t) ∈ Σ0.

Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèé 1. � 6. ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì.
[5]).

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (5) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t çàìåíîé

x(t) =
[
I +

n∑
i=1

Yi(t)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Yi1i2(t)vi1(t)vi2(t) + . . . +

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Yi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)
]
y(t), (6)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à ìàòðèöû Yi1... il(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó Σ0, ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó

y(t + 1) =
(
A0 +

n∑
i=1

Aivi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2vi1(t)vi2(t) + . . . +

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ikvi1(t) · . . . · vik(t) + R1(t)
)
y(t), t ∈ N, (7)

ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðèöàìè Ai1... il è ìàòðèöåé R1(t) ∈ `1.
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Ìàòðèöû Ai1... il îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ ìàòðè÷íûõ ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé â êëàññà Σ0, à ìàòðèöû Yi1... il(t) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
óðàâíåíèé. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö Ai1... il ìîãóò áûòü íàéäåíû â ñòàòüå
[4]. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ñèòóàöèè, êîãäà â ñèñòåìå (5) ïðèñóòñòâóåò òîëüêî îäíà
ôóíêöèÿ v1(t) (ò.å. n = 1). Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ñèìâîëüíóþ ôóíêöèþ:

1(l) = 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
l ðàç

, l = 1, 2, . . . , k

è 1(0) = 0. Íàïðèìåð, 1(2) = 11, 1(4) = 1111 è ò.ä. Óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà (7) â ýòîì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

y(t + 1) =
(
A0 +

k∑
j=1

A1(j)

[
v1(t)

]j
+ R1(t)

)
y(t), t ∈ N. (8)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö A1(j) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

A1(j) = M
[ j−1∑

l=0

A1(j−l)(t)Y1(l)(t)
]
, j = 1, . . . , k.

Ìàòðèöû Y1(j)(t) èç êëàññà Σ0 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

Y1(j)(t + 1)A0 − A0Y1(j)(t) =

j−1∑

l=0

A1(j−l)(t)Y1(l)(t)−
j−1∑

l=0

Y1(l)(t + 1)A1(j−l), j = 1, . . . , k, (9)

è Y0(t) = I.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè â èñõîäíîé ñèñòåìå (5) A0 = I, òî ê ðàññìîòðåíèþ äîïóñêàþòñÿ

òàêæå ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû Ai1... il(t) ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì T ∈ N. Â ýòîì ñëó÷àå
ìàòðèöû Yi1... il(t) ÿâëÿþòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèìè ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Äëÿ ñëó÷àÿ
n = 1 â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî óáåäèòüñÿ, àíàëèçèðóÿ
óðàâíåíèå (9).

Óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà (7) â ãëàâíîé ÷àñòè íå ñîäåðæèò, âîîáùå ãîâîðÿ, îñöèëëèðóþùèõ
êîýôôèöèåíòîâ, è â ýòîì ñìûñëå îíà ïðîùå èñõîäíîé ñèñòåìû (5). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè åå ðåøåíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçíîñòíûì àíàëîãîì ôóíäàìåíòàëüíîé
òåîðåìû Ëåâèíñîíà [6]. Ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå ìû ñôîðìóëèðóåì ïðèìåíèòåëüíî
ê ñèñòåìå (8).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â ñèñòåìå (8) A0 = I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâîé îòëè÷íîé îò
íóëåâîé ñðåäè ìàòðèö A1(j) (j = 1, . . . , k) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà Am. Ïóñòü åå ñîáñòâåííûå
÷èñëà ðàçëè÷íû. Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Φ(t) ñèñòåìû (8) èìååò ñëåäóþùóþ
àñèìïòîòèêó ïðè t → +∞ :

Φ(t) =
[
P + o(1)

] t−1∏

l=t1

Λ(l), t > t1, t ∈ N,

ãäå ñòîëáöàìè ìàòðèöû P ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Am, à Λ(t) �
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

I +
k∑

j=m

A1(j)

[
v1(t)

]j
.
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Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ñèñòåìû (4) íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ α = 1. Èòàê,

I. α = 1.
Çàìåíîé Y (n) =

[
I + n−1V (n)

]
Z(n) ìû ïåðåéäåì îò ñèñòåìû (4) ê ñèñòåìå

Z(n + 1) =
[
I + n−1(A1 + B) + R1(n)

]
Z(n), (10)

ãäå
A1 = M

[
A1(n)

]
=

(
0 1
−c 0

)
,

c = M
[
p1(n)p1(n + 1)

]
è R1(n) = O

(
n−2

)
. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A1 + B ðàçëè÷íû

ïðè c 6= 1/4. Âû÷èñëÿÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû I + n−1(A1 + B), óáåæäàåìñÿ â
íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

• 1− 4c > 0.
Òîãäà ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò âèä

λ1,2(n) = 1± 1

n
κ, ãäå κ =

√
1

4
− c.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìàòðèöà P èç òåîðåìû 2 èìååò âèä

P =

(
1 1

1
2

+ κ 1
2
− κ

)
.

Âñïîìèíàÿ âñå çàìåíû, âûïèñûâàåì àñèìïòîòèêó äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè n →∞:

x1,2(n) = n
1
2

(
1 + o(1)

) n−1∏

l=n1

(
1± κ

l

)
.

Ïîëó÷èì áîëåå èíôîðìàòèâíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ x1,2(n). Óñëîâèìñÿ
îáîçíà÷àòü âñå ïîñòîÿííûå (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå) â âîçíèêàþùèõ íèæå ôîðìóëàõ
îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì C1. Ïóñòü

f(n) =
n−1∏

l=n1

(
1± κ

l

)
,

òîãäà, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàÿ, ÷òî f(n) > 0, n > n1, èìååì

ln f(n) =
n−1∑

l=n1

ln
(
1± κ

l

)
.

Ïîñêîëüêó,
ln(1 + x) = x− 1

2
x2 + O(x3), x → 0,

òî

ln f(n) =
n−1∑

l=n1

(
±κ

l
+ O(l−2)

)
= ±

n−1∑

l=n1

κ

l
+ C1 + o(1), n →∞.

Îöåíèì ñóììó, âõîäÿùóþ â ýòî âûðàæåíèå, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ýéëåðà (ñì. [2, 3]).
Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìûì íàìè ôóíêöèÿì îíà áóäåò èìåòü âèä

n−1∑

l=n1

l−α =

n∫

n1

t−αdt + C1 + O
(
n−α

)
, 0 < α ≤ 1, n →∞.
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Îòêóäà,
ln f(n) = ±κ ln n + C1 + o(1), n →∞.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(n) èìååò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó ïðè n →∞:

f(n) = C1n
±κ(1 + o(1)).

Ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ x1,2(n) óðàâíåíèÿ (1) îáëàäàþò ñëåäóþùåé
àñèìïòîòèêîé:

x1,2(n) = n
1
2
±κ

(
1 + o(1)

)
, n →∞.

• 1− 4c < 0.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

λ1,2 = 1± iκ∗

n
, ãäå κ∗ =

√
c− 1

4
.

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó äëÿ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1):

x1,2(n) = n
1
2 exp{±iκ∗ ln n}(1 + o(1)

)
, n →∞.

II. 1/2 < α < 1.
Ñäåëàåì â (4) óñðåäíÿþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

Y (n) =
[
I + n−αV1(n)

]
Z(n).

Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå

Z(n + 1) =
[
I + n−αA1 + n−1B + R1(n)

]
Z(n),

ãäå R1(n) = O
(
n−2α

)
. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A1 ðàçëè÷íû ïðè óñëîâèè, ÷òî c 6= 0.

Ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà è âåçäå äàëåå, ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî ýòîò ñëó÷àé.
Ïóñòü ñíà÷àëà

• c > 0.
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû I + n−αA1 + n−1B êîìïëåêñíû è èìåþò âèä

λ1,2(n) = 1± i

√
c

nα

√
1− α2

4cn2−2α
.

Ìàòðèöà
P =

(
1 1

i
√

c −i
√

c

)

ïðèâîäèò ìàòðèöó A1 ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

x1,2(n) = n
α
2

(
1 + o(1)

) n−1∏

l=n1

[
1± i

√
c

lα

√
1− α2

4cl2−2α

]
, n →∞.

Ïðèìåíÿÿ òó æå òåõíèêó, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, è çàìå÷àÿ, ÷òî

±i

√
c

lα

√
1− α2

4cl2−2α
= ±i

√
c

lα
+ O

(
lα−2

)
, l →∞,
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ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû â ñëåäóþùåì âèäå:

x1,2(n) = n
α
2 exp

{
±i

√
c

1− α
n1−α

}(
1 + o(1)

)
, n →∞.

• c < 0.
Òåïåðü

λ1,2(n) = 1±
√−c

nα

√
1− α2

4cn2−2α

è
P =

(
1 1√−c −√−c

)
.

Áåç òðóäà óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

x1,2(n) = n
α
2 exp

{
±
√−c

1− α
n1−α

}(
1 + o(1)

)
, n →∞.

III. 1/3 < α ≤ 1/2.
Â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå (4) íàì íåîáõîäèìî ñäåëàòü çàìåíó

Y (n) =
[
I + n−αV1(n) + n−2αV2(n)

]
Z(n).

Ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

Z(n + 1) =
[
I + n−αA1 + n−2αA2 + n−1B + R1(n)

]
Z(n),

ãäå R1(n) = O
(
n−3α

)
. Ìàòðèöà A2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ìàòðèöû A1(n)V1(n).

Ìàòðèöà V1(n) íàõîäèòñÿ èç ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

V1(n + 1)− V1(n) = A1(n)− A1.

Ïðîèçâîäÿ íåñëîæíûå âûêëàäêè, ïîëó÷àåì

A2 =

(
β 0
ϕ β

)
, ãäå β = M

[
p1(n + 1)

n∑

l=1

p1(l)
]

è

ϕ = M
[(

p1(n + 1)p1(n + 2)− c
) n∑

l=1

p1(l)− p1(n + 2)
n∑

l=1

(
p1(l)p1(l + 1)− c

)]
.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöû A2 ìû, â ÷àñòíîñòè, âîñïîëüçîâàëèñü òðèâèàëüíûì ñîîáðàæåíèåì
î òîì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè g(n) è g(n+1) èìåþò îäèíàêîâîå
ñðåäíåå çíà÷åíèå. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâå ñèòóàöèè:

• c > 0.
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû I + n−αA1 + n−2αA2 + n−1B èìåþò âèä

λ1,2(n) = 1 + βn−2α ± i

√
c

nα

√
1− ϕ

cnα
− α2

4cn2α−2
.

Ìàòðèöà P òàêàÿ æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå (c > 0). Ïîëüçóÿñü îïèñàííîé âûøå
òåõíèêîé, ñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ

n−1∏

l=n1

[
1 + βl−2α ± i

√
c

lα

√
1− ϕ

clα
− α2

4cl2α−2

]
, n →∞.
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Ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èìåþò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó ïðè
n →∞:

x1,2(n) = n1/4+β+c/2 exp
{
±i

(
2
√

c n1/2 − ϕ
√

c

2c
ln n

)}(
1 + o(1)

)
, α =

1

2
.

Åñëè æå α < 1/2, òî

x1,2(n) = n
α
2 exp

{β + c/2

1− 2α
n1−2α

}
exp

{
±i

( √
c

1− α
n1−α − ϕ

√
c

2c(1− 2α)
n1−2α

)}(
1 + o(1)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, êîãäà
β + c/2 < 0. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ìû ïðèâîäèì íèæå.

• c < 0.
Â ýòîì ñëó÷àå

λ1,2(n) = 1 + βn−2α ±
√−c

nα

√
1− ϕ

cnα
− α2

4cn2α−2
.

Åñòåñòâåííî, ìàòðèöà P ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì 1
2

< α < 1 (c < 0) íå èçìåíÿåòñÿ. Ìû
ïîçâîëèì ñåáå ñðàçó æå íàïèñàòü àñèìïòîòèêó äëÿ ðåøåíèé x1,2(n) óðàâíåíèÿ (1) ïðè
n →∞:

x1,2(n) = n
α
2 exp

{
±

( √−c

1− α
n1−α − ϕ

√−c

2c
ln n

)
+ (β + c/2) ln n

}(
1 + o(1)

)
,

êîãäà α = 1/2, è

x1,2(n) = n
α
2 exp

{
±

( √−c

1− α
n1−α − ϕ

√−c

2c(1− 2α)
n1−2α

)
+

+
β + c/2

1− 2α
n1−2α

}(
1 + o(1)

)
, åñëè α <

1

2
.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè â îáùåì ñëó÷àå.
IV. 1/(M + 1) < α ≤ 1/M , M > 2, M � öåëîå.
Â óðàâíåíèè (4) òåïåðü äåëàåòñÿ çàìåíà

Y (n) =
[
I + n−αV1(n) + n−2αV2(n) + . . . + n−kαVk(n)

]
Z(n),

è óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

Z(n + 1) =
[
I + n−αA1 + n−2αA2 + . . . + n−kαAk + n−1B + R1(n)

]
Z(n),

ãäå R1(n) = O
(
n−(k+1)α

)
. Ìû íå ìîæåì íàïèñàòü ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

λ1,2(n) ìàòðèöû
I + n−αA1 + n−2αA2 + . . . + n−kαAk + n−1B, (11)

íå îïðåäåëÿÿ âñåõ ìàòðèö Al âïëîòü äî Ak. Íà ñàìîì äåëå, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ çíàíèå
ÿâíîãî âèäà ìàòðèö A1 è A2 îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).

• c > 0.
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (11) λ1,2(n) èìåþò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó ïðè n →∞:

λ1,2(n) = 1 + βn−2α + O
(
n−3α

)± i
(√

cn−α + O
(
n−2α

))
.
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Ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè n →∞ èìåþò â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó:

x1,2(n) = n
α
2 exp

{β + c/2

1− 2α
n1−2α + O

(
n1−3α

)}×

× exp
{
±i

( √
c

1− α
n1−α + O

(
n1−2α

))}(
1 + o(1)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 1/3, âìåñòî O
(
n1−3α

)
ñëåäóåò ïèñàòü O

(
ln n

)
. Åñëè β + c/2 = 0,

òî íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ìàòðèöó A3, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàê âåäóò ñåáÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) ïðè n →∞.

• c < 0.
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1,2(n) èìåþò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

λ1,2(n) = 1±√−cn−α + O
(
n−2α

)
, n →∞.

Ïîýòîìó
x1,2(n) = n

α
2 exp

{
±
√−c

1− α
n1−α + O

(
n1−2α

)}(
1 + o(1)

)
, n →∞.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) èìååò íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùèå ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ p ñ ïåðèîäîì T = 5 è
íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Ïóñòü îíà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ íà ïåðèîäå:

p = {2, 3,−3,−1,−1}.
Âû÷èñëèì âåëè÷èíû c è β. Ïîëó÷àåì

c =
2

5
, β = −7

5
, β +

c

2
= −6

5
< 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè α = 1, òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) êîëåáàòåëüíî âîçðàñòàþò, ïðè÷åì
àìïëèòóäà êîëåáàíèé ðàñòåò êàê √n. Åñëè æå 1/2 < α < 1, òî ðåøåíèÿ ïî-ïðåæíåìó
êîëåáàòåëüíî ðàñòóò. Â ýòîì ñëó÷àå àìïëèòóäà êîëåáàíèé ðàñòåò êàê n

α
2 . Ïðè çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà α = 1/2 ðåøåíèÿ íà÷èíàþò êîëåáàòåëüíî óáûâàòü. Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ àìïëèòóäû
n−0.95. Åñëè 1/3 < α < 1/2, òî àìïëèòóäà ðåøåíèé óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ n

α
2 exp

{−6
5

n1−2α

1−2α

}
.

Íàêîíåö, åñëè α ≤ 1/3, òî ñêîðîñòü óáûâàíèÿ àìïëèòóäû ðàâíà n
α
2 exp

{−6
5

n1−2α

1−2α
+O

(
ln n)

}

â ñèòóàöèè, êîãäà α = 1
3
, è n

α
2 exp

{−6
5

n1−2α

1−2α
+ O

(
n1−3α

)}
ïðè α < 1

3
.

Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå ïðè çíà÷åíèè α = 1/2 ïðîèñõîäèò ¾ñêà÷êîîáðàçíûé¿
ïåðåõîä îò êîëåáàòåëüíî ðàñòóùèõ ðåøåíèé ê êîëåáàòåëüíî óáûâàþùèì. Ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî ýòîò ïðèìåð ìîæíî ïîäïðàâèòü òàê, ÷òî ïðè çíà÷åíèè α = 1/2 âñå ðåøåíèÿ áóäóò
îãðàíè÷åíû, è ïðè ýòîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé íå áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Äëÿ ýòîãî
âìåñòî èñõîäíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè p(n) íàäî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ p̂(n) = κp(n),
ãäå κ =

√
5/24.

Èñïîëüçîâàííàÿ òåõíèêà ïðèìåíèìà è äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ

x(n + 2)−
(
2 +

1

nα
p(n)

)
x(n + 1) + x(n) = 0,

êîòîðîå ïîñëå çàìåíû

x(n) =
(1

2

)n
n−2∏

l=l0

(
2 +

1

lα
p(l)

)
y(n)

ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

y(n + 2)− 2y(n + 1) +
4

(2 + 1
(n−1)α p(n− 1))(2 + 1

nα p(n))
y(n) = 0.
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